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Vorrede zur eisten Auflage. 



Wenn ich das Werk, dessen ersten Theil ich hiermit < 
Publikum übergehe, als Bearbeitung einer neuen math 
Disciplin bezeichne, so kann die Rech'tfertigong einer solche« 
Behauptung nur durch das Werk selbst gegeben -werden. 
Indern ich mich daher jeder anderweitigen Rechtfertigung eat- 
sehlage, gehe ich sogleich dazu über, den Weg zu bezeichnen, 
auf welchem ich Schritt für Schritt zu den hier niedergelegten 
Resultaten gelangt bin, tun damit zugleich den Umfang dieser 
neuen Disciplin, so weit es hier thunlich ist, zur Anschauung 
zu bringen. Den ersten Anstoss gab mir die Betrachtung des 
Negativen in der Geometrie ; ich gewöhnte mich, die Strecken 
AB und BA als entgegengesetzte Grössen aufzufassen ; woraus 
denn hervorging, dass, wenn A, B; C Punkte einer geraden 
Linie sind, dann auch allemal AB -f- BC — AC sei, sowohl wenn 
AB and BC gleichbezeichnet sind , als auch wenn entgegen- 
gesetzt bezeichnet, d. h. wenn C zwischen A und B liegt 
In dem letzteren Falle waren nun Aß und BC nicht als blosse 
Langen aufgefaast, sondern an ihnen zugleich ihre Richtung 
festgehalten, vermöge deren sie eben einander entgegengesetzt 
waren. So drängte sich der Unterschied auf zwischen dt» 
Summe der Langen und zwischen der Summe solcher Strecken^ 
in denen zugleich die Richtung mit festgehalten war. Hieraus 
ergab sich die Forderung, den letzten Begriff der Summe nicht 
bloss für den Fall, dass die Strecken gleich- oder entgogesge- 
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setzt-gerichtet waren, sondern auch für jeden andern Fall fest- 
zustellen. Dies konnte aufs Einfachste geschehen, indem das 
Gesetz, dass AB-j-BC = AC sei, auch dann noch festgehalten 
wurde, wenn A, B, C nicht in einer geraden Linie lagen. — 
Hiermit war denn der erste Schritt zu einer Analyse gethan, 
welche in der Folge zu dem neuen Zweige der Mathematik 
führte, der hier vorliegt. Aber keinesweges ahnte ich, auf 
welch' ein fruchtbares und reiches Gebiet ich hier gelangt war; 
vielmehr Bchien mir jencB Ergebnis«, wenig beachtungswerth, 
bis sich dasselbe mit einer verwandten Idee kombimrte. Indem 
ich nämlich den Begriff des Produktes in der Geometrie ver- 
folgte, wie er von meinem Vater*) aufgefasst wurde, so ergab 
sich mir, dass nicht nur das Rechteck, sondern auch das Pa- 
rallelogramm überhaupt als Produkt zweier an einander stossen- 
der Seiten desselben zu betrachten sei, wenn man nämlich 
wiederum nicht das Produkt der Längen, sondern der beiden 
Strecken mit Festhaltung ihrer Richtungen auffasste. Indem 
ich nun diesen Begriff des Produktes mit dem vorher aufge- 
stellten der Summe in Kombination brachte, so ergab sich die 
auffallendste Harmonie; wenn ich nämlich, statt die in dem vor- 
her angegebenen Sinne genommene Summe zweier Strecken 
mit einer dritten in derselben Ebene liegenden Strecke in dem 
eben aufgestellten Sinne zu multipliciren, die Stücke einzeln 
mit derselben Strecke multiplicirte, und die Produkte mit ge- 
höriger Beobachtung ihrer positiven oder negativen Geltung 
addirte, so zeigte sich, dass in beiden Fällen jedesmal dasselbe 
Resultat hervorging und hervorgehen musste. Diese Harmonie 
liess mich nun allerdings ahnen, dass sich hiermit ein ganz 
neneiB Gebiet der Analyse aufschliessen würde, was zu wich- 
tigen Resultaten führen könnte. Doch blieb diese Idee, da 
mich mein Beruf in andere Kreise der Beschäftigung hinein* 
*°g? wieder eine ganze Zeit lang ruhen; auch machte mich 
das merkwürdige Resultat anfangs betroffen, dass' für diese 
neue Art des Produktes zwar die übrigen Gesetze der gewöhn- 
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*) Vergleiche : J. G. Grassmanxu Raumlehre Theil II. pag. 164 und 
cesMn Trigonometrie p. 10. 
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liehen Multiplikation und namentlich ihre Beziehung rar Addi- 
tion bestehen blieb, dies man aber die Faktoren mk Vertau- 
schen könnte, wenn ttmä zugleich die Vorzeichen ' urakfchiifc 
(-j. in — verwandelte und umgekehrt). Eine Arbeit Übet 
die Theorie der Ebbe und Flntb, welche ich späterhin vor- 
nahm, führte mich zu der MAcanique analytkjue des La GraugA 
und dadurch wieder auf jene Ideen der Analyse zurück. Alle 
Entwicklungen in jenem Werke gestalteten sich nun durch 
die Principien dieser neuen Analyse auf eine so einfache Weise 
um, dass oft die Rechnung mehr als zehnmal kürzör ausfiel, 
als sie in jenem Werke geführt war. Dies enauthigte mifch, 
auch auf die schwierige Theorie der Ebbe und Fluth die neufe 
Analyse anzuwenden; es waren dazu mannigfache neue Be- 
griffe zu entwickeln, und in die Analyse zu kleiden ; nament- 
lich fUhrte mich der Begriff der Schwenkung zur geometrische« 
Exponentialgrösse, zu der Analyse der Winkel und der trigonor 
metrischen Funktionen u. s. w.*) Und ich hatte die Freude 
zu sehen, wie durch die so gestaltete und erweiterte Analyse 
nicht nur die oft sehr verwickelten und unsymmetrischen For- 
meln, welche dieser Theorie zu Grunde liegen**), sich in höchst 
einfache und symmetrische Formeln umsetzen, sondern auch 
die Art ihrer Entwicklung stets dem Begriffe zur Seite ging. 
In der That konnte nicht nur jede Formel, welche im Gange 
der Entwickelung sich ergab, aufs leichteste in Worte gekleidet 
werden, und drückte dann jedesmal ein besonderes Gesetz aus ; 
sondern auch jeder Fortschritt von einer Formel zur andern 
erschien unmittelbar nur als der symbolische Ausdruck einer 
parallel gehenden begrifflichen Beweisführung. Bei der sonst 
üblichen Methode zeigte sich durch die Einfuhrung willkür- 
licher Koordinaten, die mit der Sache nichts zu schaffen 
haben, die Idee ganz verdunkelt, und die Rechnung bestand 
in einer mechanischen, dem Geiste nichts darbietenden und 
darum Geist tödtenden Formelentwickelung. Hingegen hier, 
wo die Idee, durch nichts Fremdartiges getrübt, überall durch 



*) Die nähere Nachweisnng s. unten. 
*•) Vergl. La Place Mec. Celeste, liv. IV. 
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die Formeln in voller Klarheit hindnrchstrahlte, war auch bei 
jeder Formelentwickelung der Geist in der Fortentwickelrmg 
der Idee begriffen. — Durch diesen Erfolg nun hielt ich mich 
su der Hoffnung berechtigt, in dieser neuen Analyse die einzig 
naturgemässe Methode gefunden zu haben, nach welcher jede 
Anwendung der Mathematik auf die Natur fortschreiten müsse, 
und nach welcher gleichfalls die Geometrie zu behandeln sei, 
wenn sie zu allgemeinen und fruchtreichen Ergebnissen fthren 
solle*). Es reifte daher in mir der Entschluss, aus der Dar- 
stellung, Erweiterung und Anwendung dieser Analyse eine Auf- 
gabe meines Lebens zu machen. Indem ich nun meine freie 
Zeit diesem Gegenstande ungetheilt zuwandte, so fällten sich 
albnälig die Lücken aus, welche die frühere gelegentliche Be- 
arbeitung gelassen hatte. Namentlich ergab sich auf die Weise 
und mit den Modifikationen, wie ich in dem Werke selbst dar- 
gestellt habe, dass als Summe mehrerer Punkte ihr Schwer- 
punkt, als Produkt zweier Punkte ihre Verbindungsstrecke, 
ak das dreier der zwischen ihnen liegende Flächenraum und 
als das Produkt von vier Punkten der zwischen ihnen liegende 
Körperraum (die Pyramide) aufgefaset werden konnte. Die 
Auffassung des Schwerpunktes als Summe veranlasste mich, 
den barycentrischen Kalkül von Möbius zu vergleichen, ein 
Werk, das ich bis dahin nur dem Titel nach kannte ; und zu 
meiner nicht geringen Freude fand ich hier denselben Begriff 
der Summation der Punkte vor, zu dem mich der Gang der 
Entwickelung geführt hatte, und war somit zu dem ersten, 
aber wie die Folge lehrte, auch zu dem einzigen Berührungs- 
punkte gelangt, welchen die neue Analyse mit dem schon 
anderweitig bekannten darbot. Da indessen der Begriff eines 
Produktes von Punkten in jenem Werke gar nicht vorkommt, 
mit diesem Begriffe aber, indem er mit dem der Summe in 
Kombination tritt, erst die Entfaltung der neuen Analyse be- 
ginnt, so konnte ich auch von dorther keine weitere Förderung 
meiner Aufgabe erwarten. Indem ich daher nun daran ging, 

*) In der That zeigte sich bald, wie durch diese Analyse die Diffe- 
renz zwischen der Analytischen und synthetischen Behandl u ng der Geometrie 
gänzlich verschwand. 
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die so gefundenen Resultate lusammenhängend und von An- 
fing an xu bearbeiten, so dass ich mich auch auf keinen in 
irgend einem Zweige der Mathematik bewiesenen Sats zu be- 
rufen gedachte, so ergab sich, dass die yon mir aufge- 
fundene Analyse nicht, wir mir Anfangs schien, bloss auf 
dem Gebiete der Geometrie sich bewegte; sondern ich ge- 
wahrte bald, dass ich hier auf das Gebiet einer neuen 
Wissenschaft gelangt sei, von der die Geometrie selbst nur 
eine specielle Anwendung sei. Schon lange war es mir näm- 
lich einleuchtend geworden, dass die Geometrie keineswegea 
in dem Sinne wie die Arithmetik oder die Kombinationslehre 
als ein Zweig der Mathematik anzusehen sei, vielmehr die 
Geometrie schon auf ein in der Natur gegebenes (nämlich den 
Raum) sich beziehe, und dass es daher einen Zweig der Mathe- 
matik geben müsse, der in rein abstrakter Weise ähnliche 
Gesetze aus sich erzeuge, wie sie in der Geometrie an den 
Raum gebunden erscheinen. Durch die neue Analyse war 
die Möglichkeit, einen solchen rein abstrakten Zweig der Mathe- 
matik auszubilden, gegeben ; ja diese Analyse« sobald sie, ohne 
irgend einen schon fnderweitig erwiesenen 11 Torau.xJet.en, 
entwickelt wurde, und sich rein in der Abstraktion bewegte, 
war diese Wissenschaft selbst. Der wesentliche Vortheil, 
welcher durch diese Auffassung erreicht wurde, war der Form 
nach der, dass nun alle Grundsätze, welche Raumesanschau- 
ungen ausdrückten, gänzlich wegfielen, und somit der Anfang 
ein eben so unmittelbarer wurde, wie der der Arithmetik, dem 
Inhalte nach aber der, dass die Beschränkung auf drei Dimen- 
sionen wegfiel. Erst hierdurch traten die Gesetze in ihrer 
Unmittelbarkeit und Allgemeinheit ans Licht und stellten sich 
in ihrem wesentlichen Zusammenhange dar, und manche Ge- 
setzmässigkeit, die bei drei Dimensionen entweder noch gar 
nicht, oder nur yerdeckt vorhanden war, entfaltete sich nun 
bei dieser Verallgemeinerung in ihrer ganzen Klarheit. — 
Uebrigens ergab sich im Verlauf, dass mit den gehörigen Re- 
stimmungen, wie sie im Werke selbst zu finden sind, der Durch- 
schnittspunkt zweier Linien, die Durchschnittslinie zweier Ebenen 
und der Durchschnittspunkt dreier Ebenen als Produkte jener 
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Lauen oder dieser Ebenen aufgefasst werden konnten'), 
woraus sich dann zugleich eine höchst einfache und allgemeine 
Kurven theorie ergab **). Darauf ging ich nun zur Erweiterung 
und Begründung dessen über, was ich für den zweiten Theil 
dieses Werkes bestimmt habe, wohin ich nämlich alles das- 
jenige verwiesen habe, was irgend wie den Begriff der Schwen- 
kung oder des Winkels voraussetzt. Da dieser zweite Theil, 
welcher das Werk schliessen wird, erst später im Druck er- 
scheinen soll, so scheint es mir für die Uebersicht des Ganzen 
nöthig, die hierher gehörigen Ergebnisse etwas genauer zu be- 
zeichnen. Zu diesem Ende habe ich zuerst die Resultate an- 
zugeben, welche sich schon vor der zusammenhängenden Be- 
arbeitung ergeben hatten. Ich habe eben gezeigt, wie als 
Produkt zweier Strecken das Parellelogramm aufgefasst werden 
kann, wenn nämlich, wie hier überall geschieht, die Richtung 
der Strecken mit festgehalten wird ; wie aber dies Produkt da- 
durch ausgezeichnet ist, dass die Faktoren nur mit Zeichen- 
wechsel vertauscht werden können, während zugleich das zweier 
gleichgerichteter Strecken offenbar null ist. Diesem Begriffe 
stellte sich ein anderer zur Seite, der sich gleichfalls auf Strecken 
mit festgehaltener Richtung bezieht Nämlich wenn ich die 
Strecke senkrecht auf die andere projicirte, so stellte sich das 
arithmetische Produkt dieser Projektion in die Strecke, worauf 
projicirt war, gleichfalls als Produkt jener Strecken dar, sofern 
auch hierfür die multiplikative Beziehung zur Addition galt. 
Aber das Produkt war von ganz anderer Art, wie jenes erstere, 
insofern die Faktoren desselben ohne Zeichenwechsel vertausch- 
bar waren, und das Produkt zweier gegen einander senkrechter 
Strecken als null erschien. Ich nannte jenes erstere Produkt 
das äussere, dies letztere das innere Produkt, sofern jenes 
nur bei auseinander tretenden Richtungen, dieses nur bei An- 
näherung derselben d. h. bei theilweisem Ineinandersein einen 
geltenden Werth hatte. Dieser Begriff des inneren Produktes, 
welcher sich mir schon bei der Durcharbeitung der Mteanique 




*) Vergl- Kap. 8 des «weiten Abschnitt». 
**) Vergl. dasselbe Kapitel 
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analytique als nothwendig herausgestellt hatte, führte zugleich 
zu dem Begriffe der absoluten Länge*). — Eben so hatte sieh 
mir schon bei der Bearbeitung der Theorie der Ebbe und 
Fluth die geometrische Exponentialgrösse ergeben; nämlich 
wenn a eine Strecke (mit festgehaltener Richtung) und a einen 
Winkel (mit festgehaltener Schwenkungsebene) darstellt, so er- 
gab sich aus rein inneren Gründen, deren Angabe mich jedoch 
zu weit fuhren würde, dass a.e«, wo e als die Grundzahl 
des natürlichen Logarithmensystems aufgefasst werden kann, 
die Strecke bedeutet, welche aus a durch eine Schwenkung 
hervorgeht, die den Winkel a erzeugt; d. h. es bedeutet a • e« 
die Strecke a geschwenkt um den Winkel «. Wenn ferner 
Cos a, wo a einen Winkel ausdrückt im geometrischen Sinne, 
dieselbe Zahl vorstellt wie cos« wo a den zu dem Winkel gehöri- 
gen, durch den'Halbmesser gemessenen Bogen bedeuten soll: Sa 
folgt aus jenem Begriffe der Exponentialgrösse sogleich, daaa 

e«-4-e-« 
Cos a = ^ 

St 

sei**). Eben so wenn Sina die Grösse vorstellt, welche die 
Strecke, mit der sie multiplicirt ist, nach der Schwenkungs- 
seite des Winkels a um 90° in ihrer Richtung ändert, und 
zugleich ihre absolute Länge auf gleiche Weise ändert wie 
sinä, so ist 

e« — e-« 

Sm« = - , 

und es ergiebt rieh daraus die Gleichung 

Cos a -j- Sin a — e «, 
alles Gleichungen, welche die auffallendste Analogie mit den 
bekannten imaginären Ausdrücken verrathen. 

Soweit hatten sich diese Begriffe schon früher ergeben. 



*) Auch dieser Begriff, da er die Schwenkung voraussetzt, gehört dem 
zweiten Theile an. 

**) In der That wenn AB (Figur 1) die ursprüngliche Strecke ist, 
und dieselbe um den Winkel a in die Lage AC, um den Winkel -a aber 
in die Lage AD geschwenkt wird, und man das Parallelogramm ACDE 
vollendet, so ist AE die Summe der Strecken AC + AD, und die Hälfte 
AF dieser Summe der Cosinus des Winkels er. 
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AU ich nun auch diese Begriffe zu verallgemeinern trachtete, 
so erweiterte sich zuerst der Begriff des inneren Produktes 
auf entsprechende Weise , wie ich dies für das äussere Pro- 
dukt in Bezug auf das Durchschneiden der Linien und Ebenen 
oben angedeutet habe; sodann kam ich zunächst auf den Be- 
griff des Quotienten verschieden gerichteter Strecken, und 

verstand unter ^-, wo a und b verschieden gerichtete Strecken 

von gleicher Länge vorstellen, die Grösse, welche jede in 
derselben Ebene liegende Strecke um den Winckel ba (von 
b nach a gerechnet) ändert, so dass in der That, wie es sein 

muss, ^-b = a ist; und hieraus ergab sich dann der Begriff 

für den Fall, dass a und b von ungleicher Länge sind, un- 
mittelbar. Jener einfache Begriff wurde nun aber die Quelle 
für eine Reihe der interessantesten Beziehungen. Zuerst er- 
gab sich hieraus sogleich eine neue Art der Multiplikation, 
welche dieser Division entsprach, und sich von allen früheren 
dadurch unterschied, dass das Produkt dieser neuen Art nur 
werden konnte, wenn einer der Faktoren wurde, während 
die Faktoren vertauschbar blieben, kurz eine Multiplikation, 
welche in allen ihren Gesetzen der gewöhnlichen arithmetischen 
analog blieb; und der Begriff derselben ging leicht hervor, 
wenn ich eine Strecke fortschreitend mit verschiedenen solchen 
Quotienten multiplicirte, und dann den einen Quotienten auf- 
fasste, welcher statt dieser fortschreitenden Faktoren gesetzt 
werden konnte. Da nun nach der Definition, wenn ab den 
Winkel beider Strecken, welche von gleicher Länge sind, 
bedeutet, 

e* 1 *«» — ist, so hat man auch 
a 

log — —»ab 

Ferner, wenn der Winkel ab der mte Theil von ac ist, so 
hat man 

(b \ m c 
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weil nämlich, wenn eine Strecke m mal fortschreitend die 
Schwenkung — erleidet, sie dann im Ganzen die Schwen- 

kling — vollendet. Also auch, wenn der Winkel ab halb so 
gross ist als ac, so ist 

(t)'-->4-|/t 

b . c 

Ist namentlich — der Schwenkung um einen Rechten, also — 

a a 

der um 2 Rechte gleich , so ist , da c = -a, also — — 1 ist, 

a 

— =■ K-l> d. h. der Ausdruck Y-\ mit einer Strecke mul- 



tiplicirt ändert ihre Richtung um 90° nach irgend einer, dann 
aber allemal nach derselben Seite hin. Diese schöne Be- 
deutung der imaginären Grösse vervollständigte sich noch da- 
durch, dass sich ergab, dass 

e« und e(«) Y -l 
denselben Werth bezeichnen, wenn a den Winkel, (a) aber 
den dazu gehörigen Bogen dividirt durch den Halbmesser 
bedeutet; in der That fand sich dann 

e^-i + e^r- 1 

COS X «a ^ 7 

wie gehörig, und eben so 

f -1 sinx — — - 1 

Formeln, welche also eine rein geometrische Bedeutung haben, 
indem e*y-i die Schwenkung um einen Winkel bedeutet, 
dessen Bogen durch den Halbdurchmesser gemessen x gibt. 
Hiernach nun gewannen alle imaginären Ausdrücke eine rein 
geometrische Bedeutung, und lassen sich durch geometrische 
Konstruktionen darstellen. Zugleich war der Winkel als 

Logarithmus des Quotienten — bestimmt , daher auch die un- 

endliche Menge seiner Werthe bei derselben Schenkellage. 
Eben so nun zeigte sich auch umgekehrt, wie man vermittelst 
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der so gefundenen Bedeutung des Imaginären auch die Ge- 
setze der Analyse innerhalb der Ebene ableiten kann, hin- 
gegen ist es nicht mehr möglich, vermittelst des Imaginären 
auch die Gesetze für den Raum abzuleiten. Auch stellen sich 
überhaupt der Betrachtung der Winkel im Räume Schwierig- 
keiten entgegen, zu deren allseitiger Lösung mir noch nicht 
hinreichende Müsse geworden ist. 

Dies etwa sind die Gegenstände, welche ich mir für den 
zweiten und letzten Theil vorbehalten habe, wenigstens so 
weit sie bis jetzt von mir bearbeitet sind, mit ihm wird das 
Werk geschlossen sein. Die Zeit, wann dieser zweite Theil 
erscheinen wird, kann ich noch nicht bestimmen, indem es 
mir bei den mannigfachen Arbeiten, in welche mich mein 
jetziges Amt verwickelt, unmöglich wird, diejenige Ruhe zu 
finden, welche für die Bearbeitung desselben nothwendig ist. 
Doch bildet auch dieser erste Theil ein für sich bestehendes, 
in sich abgeschlossenes Ganze, und ich hielt es für zweck- 
mässiger, diesen ersten Theil mit den zugehörigen Anwendungen 
zusammen erscheinen zu lassen, als beide Theile zusammen 
und von den Anwendungen gesondert. 

In der That ist es bei der Darstellung einer neuen Wissen- 
schaft, damit ihre Stellung und ihre Bedeutung recht erkannt 
werde, unumgänglich nothwendig, sogleich ihre Anwendung 
und ihre Beziehung zu verwandten Gegenständen zu zeigen. 
Hierzu soll auch zugleich die Einleitung dienen. Diese ist 
der Natur der Sache nach mehr philosophischer Natur, und, 
wenn ich dieselbe aus dem Zusammenhange des ganzen 
Werkes heraussonderte, so geschah dies, um die Mathematiker 
nicht sogleich durch die philosophische Form zurückzuschrecken. 
Es herrscht nämlich noch immer unter den Mathematikern 
und zum Theil nicht mit Unrecht eine gewisse Scheu vor 
philosophischen Erörterungen mathematischer und physikalischer 
Gegenstände; und in der That leiden die meisten Untersuchungen 
dieser Art, wie sie namentlich von Hegel und seiner Schule 
geführt sind, an einer Unklarheit und Willkür, welche alle 
Frucht solcher Untersuchungen vernichtet. Dessen ungeachtet 
glaubte ich es der Sache schuldig zu sein, der neuen Wissen- 
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schaft ihre Stelle im Gebiete des Wissens anweisen zu müssen, 
und stellte daher, um beiden Forderungen zu genügen, eine 
Einleitung voran, welche ohne dem Verständniss des Gänsen 
wesentlich zu schaden* überschlagen werden kann. Auch be- 
merke ich, dass unter den Anwendungen gleichfalls die, welche 
sich auf Gegenstände der Natur (Physik, Krystallonomie) be- 
ziehen, überschlagen werden können, ohne dass dadurch der 
Gang der ganzen Entwicklung gestört wird. Durch diese 
Anwendungen auf die Physik glaubte ich besonders die Wich- 
tigkeit, ja die Unentbehrlichkeit der neuen Wissenschaft und 
der in ihr gebotenen Analyse dargethan zu haben. Dass die- 
selbe in ihrer konkreten Gestalt, d. h. in ihrer Uebertragung 
auf die Geometrie, einen vortrefflichen Unterrichtsgegenstand 
liefern würde, welcher einer durchaus elementaren Behand- 
lung fthig ist, hoffe ich gelegentlich einmal nachweisen zu 
können, indem zu einer solchen Nachweisung in dem Werke 
selbst, seiner Bestimmung gemäss, kein Platz gefunden werden 
konnte. Namentlich ist es bei einer elementaren Behandlung 
der Statik, wenn in derselben anschauliche und allgemeine 
(auch durch Konstruktion darstellbare) Resultate hervorgehen 
sollen, unumgänglich nothwendig, den Begriff der Summe und 
des Produktes von Strecken aufzunehmen, und die Haupt- 
gesetze dafür zu entwickeln, und ich bin gewiss, dass, wer 
das Aufnehmen dieser Begriffe einmal versucht hat, es nie 
wieder aufgeben wird. 

Wenn ich so der neuen Wissenschaft, deren Bearbeitung 
hier wenigstens theilweise vorliegt, ganz ihr Recht zuerkannt 
habe, und ihr die Ansprüche, die sie im Gebiete des Wissens 
machen kann, auf keine Weise verkürzen will, so glaube ich 
dadurch mir nicht den Vorwurf der Anmaadsung zuzuziehen; 
denn die Wahrheit verlangt ihr Recht; sie ist nicht das Werk 
dessen, der sie zum Bewusstsein oder zur Anerkennung bringt; 
sie hat ihr Wesen und Dasein in sich selbst; und ihr aus 
falscher Bescheidenheit ihr Recht verkürzen ist ein Verrath 
an der Wahrheit. Aber desto mehr Nachsicht muss ich in 
Anspruch nehmen fiir alles das, was mein Werk an der 
Wissenschaft ist. Denn ich bin mir, ungeachtet aller auf die 
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Form verwandten Mühe, dennoch der grossen Unvollkommen- 
heit derselben bewusst. Zwar habe ich das Ganze mehrere 
Kaie durchgearbeitet in verschiedenen Formen, bald in Eu- 
klidischer Form von Erklärungen und Lehrsätzen in möglich- 
ster Strenge, bald in Form einer zusammenhängenden Ent- 
wicklung mit möglichster Uebersichtlichkeit, bald beides mit 
einander verflechtend, indem ich die Uebersicht-gebende Dar- 
stellung vorangehen, und dann die Entwickelung nach Eukli- 
discher Form folgen Hess. Zwar bin ich mir dessen wohl 
bewusst, dass bei abermaliger Umarbeitung Manches in besserer, 
d. h. theils strengerer, theils übersichtlicherer Form hervor- 
treten würde. Aber von der Ueberzeugung durchdrungen, 
dass ich doch keine volle Befriedigung hoffen könne, und der 
Einfachheit, der Wahrheit gegenüber, die Darstellung doch 
immer nur dürftig bleiben müsse, entschloss ich mich, mit 
der Form hervorzutreten, welche mir zur Zeit als die beste 
erschien. Einen besonderen Grund der Nachsioht hofie ich 
auch darin zu finden, dass mir die Zeit für die Bearbeitung 
vermöge meiner amtlichen Thätigkeit nur äusserst kärglich 
und stückweise zugemessen war, auch mir mein Amt keine 
Gelegenheit darbot, durch Mittheilungen aus dem Gebiete 
dieser Wissenschaft, oder auch nur verwandter Gegenstände, 
die lebendige Frische zu gewinnen, welche wie ein belebender 
Hauch das Ganze durchwehen muss, wenn es als ein leben- 
diges Glied an dem Organismus des Wissens erscheinen soll. 
Doch wenn auch eine Berufsthätigkeit, in welcher solche 
Mittheilungen aus dem Gebiete der Wissenschaft meine eigent- 
liche Aufgabe sein würden, als das Ziel meiner Wünsche 
und Bestrebungen mir vor Augen steht, so glaubte ich doch 
die Bearbeitung dieser Wissenschaft nicht bis zur Erreichung 
dieses Zieles aufschieben zu dürfen, zumal da ich hoffen 
konnte, durch die Bearbeitung dieses Theiles selbst mir den 
Weg zu jenem Ziele bahnen zu können. 

Stettin, den 98. Jnni 1844. 



i 



Yorrede zur zweiten Auflage. 



Das Werk, dessen zweite Auflage ich hiermit der Oeffent- 
lichkeit übergebe, hat in den ersten 23 Jahren nach seinem 
ersten Erscheinen nur eine geringe und meist nur gelegentliche 
Beachtung gefunden. Diesen Mangel an Erfolg konnte ich 
nicht der behandelten Wissenschaft als solcher zur Last legen; 
denn ich kannte deren fundamentale Wichtigkeit, ja deren 
Notwendigkeit vollkommen; sondern ich konnte die Ursache 
davon nur in der streng wissenschaftlichen, auf die ursprüng- 
lichen Begriffe zurückgehenden Behandlungsweise finden« Eine 
solche Behandlungsweise erforderte aber ein nicht bloss ge- 
legentliches Auffassen dieser oder jener Resultate, sondern 
ein sich versenken in die zu Grunde liegenden Ideen und 
eine zusammenhängende Auffassung des ganzen auf dies Fun- 
dament aufgeführten Baues, dessen einzelne Theile erst durch 
das Ueberschauen des Ganzen ihr volles Verständniss erhalten 
konnten. Bei dem gewaltigen Fortschritt der Mathematik in 
der neueren Zeit , bei dem Hervortreten immer neuer Gebiete 
mathematischer Forschung, deren Durchdringung die ange- 
strengteste Arbeit erforderte, bei dem Ringen nach neuen, 
dem Forschungsgeiste sich darbietenden und ihn anlockenden 
Resultaten, fanden die Mathematiker nicht die Ruhe und Müsse, 
sich in ein so in sich zusammenhängendes Gebäude hineinzuver- 
setzen. Meine Hoflhung, einen akademischen Lehrstuhl zu 
gewinnen, und dadurch jüngere Kräfte in die Wissenschaft 
einzuführen und sie zum weiteren Ausbau derselben anzu- 
regen, schlug fehl. Zwar konnte es nicht ausbleiben, dass 
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späterhin verschiedene Mathematiker auf andern Wegen zu 
vereinzelten Resultaten gelangten, die schon in meiner Aus- 
dehnungslehre von 1844 behandelt waren; aber fast nie ge- 
schah dabei meines Werkes Erwähnung; vielmehr zeigte sich, 
dass dasselbe ihnen fast allen ganz unbekannt geblieben war, 
da sonst die Resultate durch den inneren Zusammenhang, den 
sie dort fanden, sich viel einfacher und fruchtreicher hätten 
gestalten müssen. Bei einer solchen Lage der Sache wird es 
Niemand einem Verleger verargen, wenn er in jener Zeit 
einen Theil der Exemplare meines Werkes makuliren liess, 
noch mir, wenn ich den verheissenen zweiten Theil meines 
Werkes nicht auf derselben Grundlage weiter baute, sondern 
im Jahre 1862 die ganze Ausdehnungslehre auf einer neuen 
Grundlage, die, wie ich hoffte, den Mathematikern mehr zusagen 
würde, aufbaute und bis zu Ende durchführte*). Aber auch 
dies neue Werk fand zuerst eben so wenig Beachtung als 
das erste. Erst seit dem Jahre 1867 gestaltete sieh die Sache 
ganz anders. Es war zuerst Hermann Hankel, welcher in 
seiner „Theorie der complexen Zahlensysteme, Leipzig 1867" 
die fundamentale Bedeutung meiner Ausdehnungslehre be- 
tonte (S. 16, S. 112, S. 119—140, S. 140). Noch ent- 
schiedener geschah dies durch Clebsch, welcher kurz vor 
seinem Tode in seiner Abhandlung „zum Gedächtniss an 
Julius Plücker, Göttingen 1872* auf S. 8 und 28 in An- 
merkungen, die er unter den Text setzte, die Bedeutsamkeit 
meiner Ausdehnungslehre von 1844 in sehr rühmender Weise 
hervorhebt, und namentlich an der zweiten Stelle sagt: r In 
gewissem Sinne sind die Coordinaten der geraden Linie, wie 
überhaupt ein grosser Theil der Grundvorstellungen der 
neueren Algebra, bereits in Grassmanns „Ausdehnungslehre" 
(1844) enthalten; die genauere Darlegung dieser Verhältnisse 
würde indessen hier zu weit führen". Bei dem liebevollen 
und stets so fruchtreichen Eingehen auf die Arbeiten Anderer, 
welches diesen hervorragendsten der neueren Mathematiker 



*) Die Ansdehniimgdehre ToUstSndig und in strenger Form bearbeitet. 
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auszeichnete, würde Clebsch gewiss späterhin Raum gefunden 
haben, um diese Verhältnisse darzulegen, und nach seiner 
Weise auch die Ausdehnungslehre mit neuen, weitgreifenden 
Ideen zu befruchten, wenn er nicht mitten in seinem kräftigsten 
Wirken der Wissenschaft so plötzlich entrissen wäre. Aber 
schon drei Jahre vorher (1869) hatte Victor Schlegel ange- 
fangen, den von Clebsch angedeuteten Gedanken auszuführen. 
In seinem „System der Raumlehre nach den Prinzipien der 
Grassmann'schen Ausdehnungslehre und als Einleitung in die- 
selbe dargestellt von Victor Schlegel, Leipzig bei Teubner a , 
dessen erster Theil 1872 und dessen zweiter Theil 1875 er- 
schien, hat der Verfasser mit grosser Klarheit und zum grossen 
Theil e in selbständiger, der Sache durchaus angemessener 
Methode die Bedeutung der Ausdehnungslehre auch für die 
neueste Geometrie und Algebra dargelegt. Es ist besonders 
hervorzuheben, dass dies Werk Schlegeln das erste ist, wel- 
ches die wesentlichen Ideen der Ausdehnungslehre in ihrem 
inneren Zusammenhange aufgefasst und zur Darstellung ge- 
bracht hat. Seit dieser Zeit ist nicht nur die Bedeutung der 
Ausdehnungslehre wiederholt hervorgehoben worden, sondern 
man hat auch begonnen, auf verschiedenen Gebieten erfolgreich 
mit ihren Methoden zu arbeiten. — H. Noth in Freiberg legte 
in seiner Abhandlung „Die vier Species in den Elementen der 
Geometrie (Schulprogramm 1874) den Grund zu einer ver- 
einfachenden Darstellung der Geometrie der Lage. — R. Sturm 
in Darmstadt wandte in dem Aufsatz „Sülle forze in equilibrio" 
(Annali di Mathein. VII. p. 217 ff. 1876) die Methoden der 
Ausdehnungslehre zur Lösung von Problemen der Mechanik 
an. — Endlich hat W. Preyer in Jena in seinen „Elementen 
der reinen Empfindungslehre" (Jena bei Dufft. 1877) eine auf 
den Prinzipien der Ausdehnungslehre beruhende Darstellung 
dieser Wissenschaft gegeben, und dadurch der ersteren auch 
ein vom Begriff des Raumes unabhängiges Gebiet erobert. 

Es versteht sich von selbst, dass in der Ausdehnungs- 
lehre, als einer noch jungen Wissenschaft, mannigfache Keime 
verborgen liegen, welche einer weiteren Entwickelung fähig 

und bedürftig sind, und auch ich selbst habe mich seit 1872, 

B 
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nach einer zehnjährigen Unterbrechung wieder jenen Stadien 
ragewandt. Meine früher erschienenen Arbeiten auf diesem 
Gebiete sind in meiner Ausdehnungslehre von 1862 aufge- 
führt, und ich habe daher hier nur die neueren Arbeiten zu 
rerieichnen. Es sind dies erstens zwei Aufsätze in den Göt- 
tinger Nachrichten von 1872 „Zur Theorie der Curven dritter 
Ordnung" (S. 505) und „Ueber zusammengehörige Pole und 
ihre Darstellung durch Produkte" (S. 567), ferner in den 
mathematischen Annalen „die neuere Algebra und die Aus- 
dehnungslehre a Band VII S. 538, „die Mechanik nach den 
Prinoipien der Ausdehnungslehre u Band XII. S. 222, „der Ort 
der Hamilton'schen Quaternionen in der Ausdehnungslehre a 
Band XII. S.875. Endlich habe ich eine für Borchardts Journal 
bestimmte Abhandlung unter der Feder, in welcher ich die 
schönen Arbeiten Reye's über die Oberflächen durch weitere 
Ausführung der in meiner Ausdehnungslehre von 1862 Nr. 392 
dargestellten Idee, nach welcher Funktionen als extensive 
Grössen behandelt werden, auf eine neue und einfache Weise 
au begründen suche. 

So ist es denn gekommen, dass im Laufe der letzten 
Jahre das Interesse an der Ausdehnungslehre sich in immer 
weiteren Kreisen verbreitete. Und da in demselben Ilaasse 
die Nachfrage nach der inawischen selten gewordenen ersten 
Ausgabe des Werkes annahm, so entschloss sich die Verlags- 
handlung mit dankenswerther Bereitwilligkeit aur Veranstaltung 
einer «weiten Auflage. 

Ich habe in dieser aweiten Auflage den Text der ersten 
Auflage (natürlich abgesehen von einzelnen Druckfehlern) un- 
verändert gelassen, da die Darstellung in derselben die kon- 
sequente Durchführung einer einzigen Grundidee ist, und auch 
die Behandlungsweise eine solche ist, deren Berechtigung ich 
durchaus anerkenne, und die gewiss den mehr philosophisch 
gebildeten Leeera mehr ansagen wird, ab die den Mathema- 
tikern mehr anbequemte DarsteHun gsweis c der Ausdehnung»- 
lehre von 1862. Dagegen habe ich unter den Text, je nach- 
dem es mir zweckmässig schien, neue Anmerkungen hinzuge- 
fügt, die ich mit der Jahreszahl 187? v ers ehe n habe. Zwei 



umfangreichere Anmerkungen habe ich, am die Ueberem- 
utmimimg mit den Seitenzahlen der einten Auflage möglichst 
an erhalten, ab Anhange an den Sehhua gestellt. Dort findet 
sich auch noch ein Abdruck der Uebersicht über das Wesen 
der Ausdehnungslehre, welche ich in Gmnerta Archiv Bd. VI. 
gegeben habe, da dieselbe, wie mir von verschiedenen Seiten 
mitgetheilt ist, das Verständnis« des Werkes sehr erleichtern 
soll. Endlich habe ioh ein Veraeiehniss der in dem Werke 
vorkommenden Xuattausdrücke hinzugefügt. 

Um die Vergleiehung mit der Ausdehnangslebn von 1862 
zu erleichtern, gebe ich hier zuerst eine Uebereicht der in beide« 
der Hauptsache nach Übereinstimmenden Resultate, bemerk« 
jedoch, dass nicht nur die Ableitung derselben ein« wesentlich, 
verschiedene ist, sondern auch in der einen Resultate abgeleitet 
sind, die tn der andern entweder übergangen oder mit andern 
Resultaten zusantmengefasst Bind, so dass es also unmöglich wird, 
jedes mit jedem zusammenzustellen. Ich bezeichne hier die 
Ausdehnungslehre von 1844 mit A„ die von 1862 mit A, 

A, § 13- 20. — A» No. 1— 9, 14— 24 

A, § 24 . — A, No. 216—223, 

A, § 28— 36. — A, No. 52— 61, 66— 68 

A, § 37— 40. — A, No. 254, 262, 

A, § 45, 46. — A, No. 134, 135, 

A, § 47— 55. — A, No. 69— 85, 

A, § 60— 73. — A, No. 10— 13, vergl. 377 

A, § 80— 90. — A, No. 27— 36, 

A, § 93 . — A, No. 136, 

A t § 94—119. — A, No. 224—286. Die Gesetze der 
Elementargrössen sind in Aj mit denen der Ausdehnungs- 
grössen zusammengefasBt und nur in der Anwendung auf die 
Geometrie von ihnen gesondert 

A, g 126 . — A, No. 25, 26, 

A, § 128—142. — A, No. 94—132. Die §§ 127 und 
143 sind als unfruchtbar aufgegeben. 

A, § 144 . — A, No. 287—805, 

At § 145—148. — A, No. 806—329, 

^ § 149—165. — A, No. 401—409. 
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Die Anm. über offene Produkte am Schlüsse der A t ist 
weiter ausgeführt A, No. 353—363. 

Die neuen Gegenstände, welche in der Ausdehnungslehre 
ron 1862 bearbeitet werden sollten, sind in der Vorrede zur 
Ausdehnungslehre ron 1844 S.X— XIV nur theilweise erwähnt. 
Ganz neu hinzugekommen ist der zweite Abschnitt (No. 348 — 
537), welcher die Funktionenlehre, und die ihr zu Grunde 
liegende algebraische Multiplikation, nebst der Differenzial- 
rechnung, den unendlichen Reihen und der Integralrechnung, 
behandelt und besonders tief in die verwandten Gebiete der 
gewöhnlichen Analysis, namentlich auch in die neuere Geome- 
trie und Algebra eingreift, und in einzelnen Abschnitten, wie 
s. B. in der Behandlung des Quotienten (No. 877 — 391), in 
der Auflassung der Funktionen als extensiver Grössen (392 — 
400), so wie in der Integration der Differenzialgleichungen 
(491 — 527) Keime zu Entwickelungen enthält, welche noch 
zukünftiger Bearbeitung harren. 

Stettin, im Sommer 1877*). 



Hermann Grassmann. 



*) Der Verfasser ist während des Druckes gestorben. 

Die Verlagshandlnng. 
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A. Ableitung des Begriffs der reinen Mathematik. 

1. Die oberste Theilung aller Wissenschaften ist die in 
reale und formale, von denen die ersteren das Sein, als das 
dem Denken selbstständig gegenübertretender im Denken ab- 
bilden, und ihre Wahrheit haben in der Uebereinstimmung 
des Denkens mit jenem Sein; die letzteren hingegen das durch 
das Denken selbst gesetzte zum Gegenstände haben, und ihre 
Wahrheit haben in der Uebereinstimmung der Denkprocesse 
unter sich. 

Denken ist nur in Bezug auf ein Sein, was ihm gegenübertritt 
und durch das Denken abgebildet wird ; aber dies Sein ist bei den 
realen Wissenschaften ein selbstständiges, ausserhalb des Denkens 
für »ich bestehendes, bei den formalen hingegen ein durch das 
Denken selbst gesetztes, was nun wieder einem zweiten Denkakte 
als Sein sich gegenüberstellt. Wenn nun die Wahrheit überhaupt 
in der Uebereinstimmung des Denkens mit dem Sein beruht, so 
beruht sie insbesondere bei den formalen Wissenschaften in der 
Uebereinstimmung des zweiten Denkaktes mit dem durch den ersten 
gesetzten Sein , also in der Uebereinstimmung beider Denkakte. 
Der Beweis in den formalen Wissenschaften geht daher nicht über 
das Denken selbst hinaus in eine andere Sphäre über, sondern ver- 
harrt rein in der Kombination der verschiedenen Denkakte. Daher 
dürfen auch die formalen Wissenschaften nicht von Grundsätzen 
ausgehen, wie die realen; sondern ihre Grundlage bilden die 
Definitionen *). 



*) Wenn man in die fonnsien Wissenschaften, wies. B. in die Arithmetik, 
dennoch GrandaatBe eingeführt hat, so ist dies als ein Missbrauch ansnsehen, 
der nur ans der entsprechenden Behandlung der Geometrie zu erklären ist. 
Ich werde hierauf später noch einmal ausführlicher zurückkommen. Hier 
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2. Die formalen Wissenschaften betrachten entweder die 
allgemeinen Gesetze des Denkens, oder sie betrachten das 
Besondere durch das Denken gesetzte, ersteres die Dialek- 
tik (Logik),*) letzteres die reine Mathematik. 

Der Gegensatz zwischen Allgemeinem und Besonderem bedingt 
also die Theilung der formalen Wissenschaften in Dialektik und 
Mathematik. Die erstere ist eine philosophische Wissenschaft, 
indjHOL sie die Einheit in allem Denken au&ufiht, die Mathematik 
hingegen hat die entgegengesetzte Richtung, indem sie jedes Ge- 
dachte einzeln als ein Besonderes auffasst. 

3. Die reine Mathematik ist daher die Wissenschaft des 
besonderenSeins als eines durch das Denken gewordenen. 
Das besondere Sein, in diesem Sinne aufgefasst, nennen wir 
eine Denkform oder schlechtweg eine Form. Daher ist reine 
Mathematik Formenlehre. 

Der Name Grössenlehre eignet nicht der gesammten Mathema- 
tik, indem derselbe auf einen wesentlichen Zweig derselben, auf 
die Kombinationslehre, keine Anwendung findet, und auf die Arith- 
metik auch nur im uneigentlichen Sinne **). Dagegen scheint der 
Ausdruck Form wieder zu weit zu sein, und der Name Denkform 
angemessener ; allein die Form in ihrer reinen Bedeutung, abstra- 
hirt von allem realen Inhalte, ist eben nichts anderes, als die Denk- 
form, und somit der Ausdruck entsprechend. Ehe wir zur Thei- 
lung der Formenlehre übergehen, haben wir einen Zweig auszu- 
sondern, den man bisher mit Unrecht ihr zugerechnet hat, nämlich 
die Geometrie. Schon aus dem oben aufgestellten Begriffe leuch- 
tet ein, dass die Geometrie, eben so wie die Mechanik, auf ein reales 



genüge es, das Fehlen der Grundsätze in den formalen Wissenschaften als 
nothwendig dargethan zu haben. 

*) Die Logik bietet eine rein mathematische Seite dar, die man als for- 
male Logik bezeichnen kann, und die ihrem Inhalte nach von meinem Bruder 
Robert und mir gemeinschaftlich bearbeitet und von dem ersteren in seinem 
zweiten Buche der Formenlehre, Stettin 1872, in eigentümlicher Form dar- 
gestellt ist. (1877.) 

**) Der Begriff der Grösse wird in der Arithmetik durch den der Anzahl 
vertreten ; die Sprache unterscheidet daher sehr wohl vermehren und ver- 
mindern, was der Zahl angehört, von vergrössern und verkleinern, was der 
Grösse. 
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Sein zurückgeht ; nämlich dies ist für die Geometrie der Raum ; 
und es ist klar, wie der Begriff des Raumes keinesweges durch das 
Denken erzeugt werden kann, sondern demselben stets als ein ge- 
gebenes gegenübertritt. Wer das Gegentheil behaupten wollte, 
mÜ8ste sich der Aufgabe unterziehen, die Notwendigkeit der drei 
Dimensionen des Raumes aus den reinen Denkgesetzen abzuleiten, 
eine Aufgabe, deren Lösung sich sogleich als unmöglich darstellt. 
— Wollte nun jemand, obgleich er dies zugeben müsste, dennoch 
der Geometrie zu Liebe den Namen der Mathematik auch auf sie 
ausdehnen ; so könnten wir uns dies zwar gefallen lassen, wenn er 
uns auch auf der anderen Seite unsern Namen der Formenlehre 
oder irgend einen gleichgeltenden will stehen lassen ; doch aber 
müssten wir ihn im Voraus daraufhinweisen, dass dann jener Name, 
weil er das differenteste in sich schliesst, auch nothwendig mit der 
Zeit als überflüssig werde verworfen werden. Die Stellung der Geo- 
metrie zur Formenlehre hängt von dem V erhältniss ab, in welchem 
die Anschauung des Raumes zum reinen Denken steht. Wenn 
gleich wir nun sagten, es trete jene Anschauung dem Denken als 
selbstständig gegebenes gegenüber, so ist damit doch nicht behauptet, 
dass die Anschauung des Raumes uns erst aus der Betrachtung 
der räumlichen Dinge würde ; sondern sie ist eine Grundanschau- 
ung, die mit dem Geöffnetsein unseres Sinnes für die sinnliche Welt 
uns mitgegeben ist, und die uns eben so ursprünglich anhaftet, wie 
der Leib der Seele. Auf gleiche Weise verhält es sich mit der 
Zeit und mit der auf die Anschauungen der Zeit und des Raumes 
gegründeten Bewegung, weshalb man auch die reine Bewegungs- 
lehre (Phorometrie) mit gleichem Rechte wie die Geometrie den 
mathematischen Wissenschaften beigezählt hat. Aus der Anschauung 
der Bewegung fliesst vermittelst des Gegensatzes von Ursache und 
Wirkung der Begriff der bewegenden Kraft, so dass also Geo- 
metrie, Phorometrie und Mechanik als Anwendungen der Formen- 
lehre auf die Grundanschauungen der sinnliehen Welt erscheinen. 

B. Ableitung des Begriffs der Ausdehnungslehre. 

4. Jedes durch das Denken gewordene (rergl. No. 3) kann 
auf zwiefache Weise geworden sein, entweder durch einen ein- 
fachen Akt des Erzeugens, oder durch einen zwiefachen Akt 



das Setzens mid Verknöpfen». Dae saf die erste Weise 
gewordene mt die stetige Forst ederefie Grösse im engeren 
Sinn, das auf die letztere- Wene gewuidene die diskrete 
oder Verkaäpfnngs-FoEnu 

Der iifcisiirhiii «t&dui BegxnY de» Werden» siebt die stetig» 
Foeol Des bei der dwkret™ Form tot der Vecknftnti 



Akt das VeEknOnaes» ab Gegebenes, und die An. wie «as dem 
Gegebenen die diskrete Form wird, ist ein blosses Zn—ieinn 
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VerknüpfuHgs&kt« aufgefaast, und das so verkntlpffe für die Ver- 
knüpfung «la Gegebenes betrachtet wird. 

I. Jedes Besondere (Nr. 3) wird ein solches durch den 
Begrifl des Verschiedenen, wodurch es einem anderen Be- 
sonderes nebengeordnet, and durch den des Gleichen, wo- 
durch es mit anderem Besonderen demselben Allgemeinen unter- 
geordnet wird. Das aus dem Gleichen gewordene können 
wir die tlgebraische Form, das aus dem Verschiedenen 
gewordene die kombinatorische Form nennen. 

Der Gegensatz des Gleichen und Verschiedenen ist gleichfalls 
ein fliesender. Das Gleiche ist verschieden, schon sofern das eine 
and Jas andere ihm Gleiche irgend wie gesondert ist (und ohne 
diese Sonderling wäre es nur Eins, also nicht Gleiches), das Ver- 
schiedene ist gleich, schon sofern beides durch die auf beides sich 
besiihende Thätigkeit verknüpft ist, also beides ein Verknüpftes 
ist. Darum verschwimmen aber nun beide Glieder keineswegs in 
einaider, so dass man einen Maassstab anzulegen hätte, durch den 
bestaunt würde, wie viel Gleiches gesetzt sei zwischen beiden Vor- 
Btelhngen und wie viel Verschiedenes ; sondern wenn auch dme 
Gleiten immer schon irgend wie das Verschiedene anhaftet und 
umgekehrt, so bildet doch nur jedesmal das Eine das Moment der 
Betrichtung, während das andere nur als die vorauszusetzende 
Grunllage des enteren erscheint. 

UAer der algebraischen Form ist hier nicht bloss die Zahl sondern 
auch las der Zahl im Gebiete des Stetigen entsprechende, und unter 
der bmbinatorischen Form nicht nur die Kombination sondern 
auch ns ihr im Stetigen entsprechende verstanden. 

6. los der Durchkreuzung dieser beiden Gegensätze, von 
denen «fer erste auf die Art der Erzeugung, der letztere auf 
die Elenente der Erzeugung sich bezieht, gehen die vier Gat- 
tungen ier Formen and die ihnen entsprechenden Zweige der 
Formenehre hervor. Und zwar sondert sich zuerst die dis- 
krete F<rm danach in Zahl and Kombination (Gebinde). Zahl 
ist die dgebntisch diskrete Form, d. h. sie ist die Zusammen- 
fassung des als gleich gesetzten; die Kombination ist die 
kombiutoriaeh diskrete Form, d. h. sie ist die Zusammen- 
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fassung des als verschieden gesetzten. Die Wissenschaften 
des Diskreten sind also Zahlenlehre und Kombinations- 
lehre (Verbindungslehre). 

Dass hierdurch der Begriff der Zahl vollständig erschöpft und 
genau umgränst ist, und ebenso der der Kombination, bedarf wohl 
kaum eines weiteren Nachweises. Und da die Gegensitze, durch 
welche diese Definitionen hervorgegangen sind, die einfachsten, in 
dem Begriffe der mathematischen Form unmittelbar mit gegebenen 
sind, so ist hierdurch die obige Ableitung wohl hinlKngl.ch gerecht- 
fertigt*). Ich bemerke nur noch, wie dieser Gegensatz zwischen 
beiden Formen auf eine sehr reine Weise durch die diferente Be- 
zeichnung ihrer Elemente ausgedrückt ist, indem das zur Zahl ver- 
knüpfte mit einem und demselben Zeichen (1) bezeichnet vird, das 
zur Kombination verknüpfte mit verschiedenen, im Uebrigen ganz 
willkührlichen Zeichen (den Buchstaben). — Wie nun liernach 
jede Menge von Dingen (Besonderheiten) als Zahl so gut wie als 
Kombination aufgefasst werden kann, je nach der verschiedenen 
Betrachtungsweise, bedarf wohl kaum einer Erwähnung. 

7. Eben so sondert sich die stetige Form oder dit Grösse 
danach in die algebraisch-stetige Form oder die intensive 
Grösse, und in die kombinatorisch-stetige Form oder die ex- 
tensive Grösse. Die intensive Grösse ist alßo dss durch 
Erzeugung des Gleichen gewordene, die extensive Grase oder 
die Ausdehnung ist das durch Erzeugung des Verschiedenen 
gewordene. Jene bildet als veränderliche Grösse di< Grund- 
lage der Funktionenlehre, der Differenzial- und Integral-Rech- 
nung, diese die Grundlage der Ausdehnungslehre. 

Da von diesen beiden Zweigen der entere der Zahlcdehre als 
höherer Zweig untergeordnet zu werden pflegt, der letrtere aber 
noch als ein bisher unbekannter Zweig erscheint, so iz es noth- 
wendig, diese ohnehin durch den Begriff des stetiges Fliessens 



^^^^^Shlenl« 



*) Der Begriff der Zahl und der Kombination Ut schon vor tf Jahren in 

einer von meinem Vater verfassten Abhandlung, über den Begriffier reinen 

enlehre, welche in dem Programme des Stettiner Gymnasium von 1827 

ckt ist, auf ganz ähnliche Weise entwickelt worden, ohn< aber zur 

tnits eines grösseren Publikum gelangt zu sein. 



schwierige Betrachtung näher m erläutern. Wie in der Zahl die 
Einigung hervortritt, in der Kombination die Sonderung des Zu- 
saroinengedschten, so auch in der intensiven Grösse die Einigung 
der Elemente, welche ihrem Begriff nach »war noch gesondert sind, 
«her nur in ihrem wesentlichen sich gleich sein die intensive- Grösse 
bilden, hingegen in der extensiven Grösse die Sonderung der Ele- 
mente, welche «war, sofern sie Eine Grosse bilden, vereinigt sind, 
aber welche eben nur in ihrer Trennung von einander die Grosse 
konstitniren. Es ist also die intensive Grosse gleichsam die flüssig 
gewordene Zahl, die extensive Grosse die flüssig gewordene Kom- 
bination. Der letzteren ist wesentlich ein Auseinandertreten der 
Elemente und ein Festhalten derselben als ans einander seiender ; 
das erzeugende Element erscheint bei ihr als ein sieh änderndes, 
d. h. durch eine Verschiedenheit der Zustände hindnrehgehendes, 
und die Gesammtbeit dieser verschiedenen Zustände bildet eben 
das Gebiet der Ausdehn ungsgrösse. Bei der intensiven Grösse hin- 
gegen liefert die Erzeugung derselben eine stetige Reihe sich selbst 
gleicher Zustände, deren Quantität eben die intensive Grösse ist. 
Als Beispiel für die extensive Grösse können wir am besten die 
begränzte Linie (Strecke) wählen, deren Elemente wesentlich aus 
einander treten nnd dadurch eben die Linie als Ausdehnung kon- 
stitniren ; hingegen als Beispiel der intensiven Grösse etwa einen 
mit bestimmter Kraft begabten Punkt, indem hier die Elemente 
nicht sich entlnssern, sondern nur in der Steigerung sieb darstellen, 
also eine bestimmte Stufe der Steigerung bilden. 

Aach hier zeigt sieb die aufgestellte Differenz auf eine schöne 
Weise in der Bezeichnung; nämlich bei der intensiven Grösse, 
welche den Gegenstand der Funktionen! obre ausmacht, unterschei- 
det man nicht die Elemente durch besondere Zeichen, sondern wo 
besondere Zeichen hervortreten, da ist dadurch die ganze veränder- 
liehe Grösse bezeichnet. Hingegen bei der AusdehnungsgrOsse, 
oder deren konkreter Darstellung, der Linie, werden die verschie- 
denen Elemente auch mit verschiedenen Zeichen (den Bachstaben) 
bezeichnet, grade wie in der Kombinationslehre, Auch ist klar, 
wie jede reale Grosse auf zwiefache Weise kann angeschaut wer- 
den, als intensive and extensive ; nämlich auch die Linie wird als 
intensive Grosse angeschaut, wenn man von der Art, wie ihre 
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Elemente aus einander sind, absieht, und blos die Quantität der 
Elemente auffasst, und eben so kann der mit einer Kraft begabte 
Punkt als extensive Grösse gedacht werden, indem man sich die 
Kraft in Form einer Linie vorstellt. 

Historisch hat sich unter den vier Zweigen der Mathematik das 
Diskrete eher entwickelt als das Stetige (da jenes dem zergliedern- 
den Verstände näher liegt als dieses), das Algebraische eher als das 
Kombinatorische (da das Gleiche leichter zusammengefasst wird 
als das Verschiedene). Daher ist die Zahlenlehre die früheste, Kom- 
binationslehre und Differenzialrechnung sind gleichzeitig entstanden, 
und von ihnen allen musste die Ausdehnungslehre in ihrer abstrak- 
ten Form die späteste sein, während auf der andern Seite ihr kon- 
kretes (obwohl beschränktes) Abbild, die Raumlehre, schon der 
frühesten Zeit angehört. 

8. Es kann der Zerspaltung der Formenlehre in die vier 
Zweige ein allgemeiner Theil vorangeschickt werden, welcher 
die allgemeinen, d. h. für alle Zweige gleich anwendbaren Ver- 
knüpfungsgesetze darstellt, und welchen wir die allgemeine 
Formenlehre nennen können. 

Diesen Theil dem Ganzen vorauszuschicken, ist wesentlich, so- 
fern dadurch nicht blos die Wiederholung derselben Schlussreihen 
in allen vier Zweigen und selbst in den verschiedenen Abtheilungen 
desselben Zweiges erspart, und somit die Entwickelung bedeutend 
abgekürzt wird, sondern auch das dem Wesen nach zusammenge- 
gehörige zusammen erscheint, und als Grundlage des Ganzen auftritt. 

C. Darlegung des Begriffs der Alisdehnungslehre. 

9. Das stetige Werden, in seine Momente zerlegt, er- 
scheint als ein stetiges Entstehen mit Festhaltung des schon 
gewordenen. Bei der Ausdehnungsform ist das jedesmal neu 
entstehende als ein verschiedenes gesetzt; halten wir hierbei 
nun das jedesmal gewordene nicht fest, so gelangen wir zu 
dem Begriffe der stetigen Aenderung. Was diese Aen- 
derung erfährt, nennen wir das erzeugende Element, und das 
erzeugende Element in irgend einem der Zustände, den es 
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bei seiner Aenderung annimmt, ein Element der stetigen 
Form. Hiernach ist also die Ausdehnungsform die Gesammt- 
heit aller Elemente, in die das erzeugende Element bei stetiger 
Aenderung übergeht. 

Der Begriff der stetigen Aenderung des Elements kann nur bei 
der Ausdehnungsgrösse hervortreten; bei der intensiven Grösse 
würde bei Aufgebung des jedesmal gewordenen nur der stetige 
Ansatz zum Werden als ein vollkommen leeres zurückbleiben. 

In der Raumlehre erscheint als das Element der Punkt, als seine 
stetige Aenderung die Ortsänderung oder Bewegung, als seine ver- 
schiedenen Zustände die verschiedenen Lagen des Punktes im Räume. 

10. Das Verschiedene muss nach einem Gesetze sich 
entwickeln, wenn das Erzeugniss ein bestimmtes sein soll. 
Dies Gesetz muss bei der einfachen Form dasselbe sein für 
alle Momente des Werdens. Die einfache Ausdehnungsform 
ist also die Form, welche durch eine nach demselben Gesetze 
erfolgende Aenderung des erzeugenden Elements entsteht; 
die Gesammtheit aller nach demselben Gesetz erzeugbaren 
Elemente nennen wir ein System oder ein Gebiet. 

Die Verschiedenheit würde , da das von einem Gegebenen ver- 
schiedene unendlich mannigfach sein kann, sich gänzlich ins Unbe- 
stimmte verlaufen, wenn sie nicht einem festen Gesetze unterworfen 
wäre. Dies Gesetz ist nun aber in der reinen Formenlehre nicht 
durch irgend welchen Inhalt bestimmt; sondern durch die rein 
abstrakte Idee des Gesetzmässigen ist der Begriff der Ausdehnung 
und durch die desselben Gesetzes für alle Momente der Aenderung 
der Begriff der einfachen Ausdehnung bestimmt. Hiernach hat 
nun die einfache Ausdehnung die Beschaffenheit , dass , wenn aus 
einem Elemente derselben a durch einen Akt der Aenderung ein 
anderes Element b derselben Ausdehnung hervorgeht, dann aus b 
durch denselben Akt der Aenderung ein drittes Element derselben 
c hervorgeht. 

In der Raumlehre ist die Gleichheit der Richtung das die ein- 
zelnen Aenderungen umfassende Gesetz, die Strecke in der Raum- 
lehre entspricht also der einfachen Ausdehnung , die unendliche 
gerade Linie dem ganzen System. 
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1 1 . Wendet man zwei verschiedene Gesetze der Aenderung 
an, so bildet die Geeammtheit der vermöge beider Gesetze 
erzeugbaren Elemente ein System zweiter Stufe. Die Gesetze 
der Aenderung, durch welche die Elemente dieses System» 
aus einander hervorgehen können, sind von jenen beiden ersten 
abhängig; nimmt man noch ein drittes unabhängiges Gesetz 
hinzu, so gelangt man zu einem Systeme dritter Stufe und 
so fort. 

Als Beispiel möge hier wieder die Raumlehre dienen. In der- 
selben werden bei zwei verschiedenen Richtungen aus einem 
Elemente die sämmtlichen Elemente einer Ebene erzeugt , indem 
nämlich das erzeugende Element beliebig viel nach beiden Rich- 
tungen nach einander fortschreitet , und die Gesammtheit der so 
erzeugbaren Punkte (Elemente) in eins zusammengefasst wird. 
Die Ebene ist also das System zweiter Stufe ; in ihr ist eine um* 
endliche Menge von Richtungen enthalten, welche von jenen beiden 
ersten abhängen. Nimmt man eine dritte unabhängige Richtung 
hinzu , so wird vermittelst ihrer der ganze unendliche Raum (als 
System dritter Stufe) erzeugt ; und weiter als bis zu drei unab* 
hängigen Richtungen (Aenderungsgesetzen) kann man hier nicht 
kommen, während sich in der reinen Ausdehnungslehre die Anzahl 
derselben bis ins Unendliche steigern kann. 

12. Die Verschiedenheit der Gesetze erfordert wieder 
zu ihrer genaueren Bestimmung eine Erzeugungsweise, ver- 
möge deren das eine System in das andere übergeht. Dieser 
Uebergang der verschiedenen Systeme in einander bildet da- 
her eine zweite natürliche Stufe in dem Gebiete der Aus- 
dehnungslehre , und mit ihr ist dann das Gebiet der elemen- 
taren Darstellung dieser Wissenschaft beschlossen. 

Es entspricht dieser Uebergang der Systeme in einander der 
Schwenkungsbewegung in der Raumlehre , und mit dieser hängt 
zusammen die Winkelgrösse , die absolute Länge , der senkrechte 
Stand u. s. w. ; was alles seine Erledigung erst in dem zweiten 
Theile der Ausdehnungslehre finden wird. 
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D. Form der Darstellung. 

13. Das Eigenthümliche der philosophischen Methode ist, 
dass sie in Gegensätzen fortschreitet, und so vom Allgemeinen 
zum Besonderen gelangt; die mathematische Methode hingegen 
schreitet von den einfachsten Begriffen zu den zusammenge- 
setzteren fort, und gewinnt so durch Verknüpfung des Be- 
sonderen neue und allgemeinere Begriffe. 

Während also dort die Uebersicht über das Ganze vorwaltet, 
und die Entwickelung eben in der allmäligen Verzweigung und 
Gliederung des Ganzen besteht , so herrscht hier die Aneinander- 
kettung des Besonderen hervor, und jede in sich geschlossene 
Entwickelungsreihe bildet zusammen wieder nur ein Glied für die 
folgende Verkettung, und diese Differenz der Methode liegt in dem 
Begriffe ; denn in der Philosophie ist eben die Einheit der Idee 
das ursprüngliche, die Besonderheit das abgeleitete, in der Mathe- 
matik hingegen die Besonderheit das ursprüngliche, hingegen die 
Idee das letzte , angestrebte ; wodurch die entgegengesetzte Fort- 
schreitung bedingt ist. 

14. Da sowohl die Mathematik als die Philosophie 
Wissenschaften im strengsten Sinne sind, so muss die Methode 
in beiden etwas gemeinschaftliches haben, was sie eben zur 
wissenschaftlichen macht. Nun legen wir einer Behandlungs- 
weise Wissenschaftlichkeit bei, wenn der Leser durch sie eines- 
theils mit Notwendigkeit zur Anerkennung jeder einzelnen 
Wahrheit geführt wird, andrerseits in den Stand gesetzt wird, 
muf jedem Punkte der Entwickelung die Richtung des weiteren 
Fortschreitens zu übersehen. 

Die Unerlässlichkeit der ersten Forderung, nämlich der wissen- 
schaftlichen Strenge, wird jeder zugeben. Was das zweite betrifft, 
so ist dies noch immer ein Punkt , der von den meisten Mathema- 
tikern noch nicht gehörig beachtet wird. Es kommen oft Beweise 
vor , bei denen man zuerst , wenn nicht der Satz oben anstände, 
gar nicht wissen könnte , wohin sie führen sollen , und durch die 
man dann , nachdem man eine ganze Zeitlang blind und aufs Ge- 
rathewohl hin jeden Schritt nachgemacht hat, endlich, ehe man es 
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sich versieht , plötzlich zu der zu erweisenden Wahrheit gelangt. 
Ein solcher Beweis kann vielleicht an Strenge nichts zu wünschen 
Übrig lassen , aber wissenschaftlich ist er nicht ; es fehlt ihm das 
zweite Erfordernisse die Uebersichtlichkeit. Wer daher einem 
solchen Beweise nachgeht , gelangt nicht zu einer freien Erkennt- 
niss der Wahrheit, sondern bleibt, wenn er sich nicht nachher 
jenen Ueberblick selbst schafft, in gänzlicher Abhängigkeit von der 
besonderen Weise , in der die Wahrheit gefunden war ; und dies 
Gefühl der Unfreiheit , was in solchem Falle wenigstens während 
des Recipirens entsteht , ist für den , der gewohnt ist , frei und 
selbstständig zu denken , und alles was er aufnimmt , selbstthätig 
und lebendig sich anzueignen, ein höchst drückendes. Ist hingegen 
der Leser in jedem Punkt der Entwicklung in den Stand gesetzt, 
zu sehen, wohin er geht, so bleibt er Herrscher über den Stoff, er 
ist an die besondere Form der Darstellung nicht mehr gebunden, 
und die Aneignung wird eine wahre Reproduktion. 

15. Auf dem jedesmaligen Punkte der Entwickelung ist 
die Art der Weiterentwickelung wesentlich durch eine leitende 
Idee bestimmt, welche entweder nichts anderes ist, als eine 
vermuthete Analogie mit verwandten und schon bekannten 
Zweigen des Wissens, oder welche, und dies ist der beste 
Fall, eine direkte Ahnung der zunächst zu suchenden Wahr- 
heit ist. 

Die Analogie ist, da sie in verwandte Gebiete hineinspielt, nur 
ein Nothbehelf ; wenn es nicht eben darauf ankommt, die Beziehung 
zu einem verwandten Zweige durchweg hervorzuheben, und so eine 
fortlaufende Analogie mit diesem Zweige zuziehen*). Die Ahnung 
scheint dem Gebiet der reinen Wissenschaft fremd zu sein und am 
allermeisten dem mathematischen. Allein ohne sie ist es unmög- 
lich, irgend eine neue Wahrheit aufzufinden; durch blinde Kombi- 
nation der gewonnenen Resultate gelangt man nicht dazu; sondern, 
was man zu kombiniren hat und auf welche Weise , muss durch 
die leitende Idee bestimmt sein , und diese Idee wiederum kann, 



*) Dieser Fall tritt bei der hier zu behandelnden Wissenschaft in 
Besag auf die Geometrie ein, weshalb ich den Weg der Analogie meist 
vorgeiogen habe. 
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ehe sie sieh durch die Wissenschaft selbst verwirklicht hat, nur in 
der Form der Ahnung erscheinen. Es ist daher diese Ahnung auf 
dem wissenschaftlichen Gebiet etwas unentbehrliches. Sie ist näm- 
lich , wenn sie tob rechter Art ist , das in eins zusammenscharen 
der ganzen Entwickelungsreihe, die iu der neuen Wahrheit fuhrt, 
aber mit noch nicht aus einander gelegten Momenten der Ent- 
wkkelung und daher auch im Anfang nur erst als dunkles Vor- 
gefühl; die Ausemanderlegung jener Momente enthalt zugleich 
die Auffindung der Wahrheit und die Kritik jenes Vorgefühls. 
16. Daher ißt die wißsenschaftliohe Darstellung ihrem 
Wesen nach ein Ineinandergreifen zweier Entwickelnngsreihen, 
von denen die eine mit Konsequenz von einer Wahrheit zur 
andern führt, und den eigentlichen Inhalt bildet, die andere 
aber das Verfahren selbst beherrscht und die Form bestimmt. 
In der Mathematik treten diese beiden Entwickelnngsreihen 
am schärfsten ans einander. 

Es ist in der Mathematik schon lange , und Euklid selbst hat 
darin das Vorbild gegeben, Sitte gewesen, nur die eine Entwicke- 
lungsreihe , welche den eigentlichen Inhalt bildet, hervortreten zu 
lassen, in Bezug auf die andere aber es dem Leser zu überlassen, 
sie zwischen den Zeilen herauszulesen« Allein wie vollendet auch 
die Anordnung und Darstellung jener Entwickelungsreihe sein mag : 
so ist es doch unmöglich, dadurch demjenigen, der die Wissenschaft 
erst kennen lernen soll,, schon auf jedem Punkte der Entwicklung 
die Uebersicht gegenwärtig zu erhalten, und ihn in Stand zu setzen, 
selbstthätig und frei weiter fortzuschreiten. Dazu ist vielmehr 
nöthig , das8 der Leser möglichst in denjenigen Zustand versetzt 
wird, in welchem der Entdecker der Wahrheit im günstigsten Falle 
sich befinden müsste. In demjenigen aber, der die Wahrheit auf- 
findet, findet ein stetes sich besinnen über den Gang der Entwiche- 
lung statt; es bildet sich in ihm eine eigentümliche Gedankenreihe 
über den Weg, den er einzuschlagen hat, und über die Idee, 
welche dem Ganzen zu Grunde liegt; und diese Gedankenreihe 
bildet den eigentlichen Kern und Geist seiner Thätigkeit, während 
die konsequente Auseinanderlegung der Wahrheiten nur die Ver- 
körperung jener Idee ist. Dem Leser nun zumuthen wollen, dass 
er, ohne zu solchen Gedankenreihen angeleitet zu sein, dennoch auf 

C 



Einleitung. 

1 1 • Wendet man zwei verschiedene Gesetze der Aenderung 
an, so bildet die Geeammtheit der vermöge beider Gesetze 
erzeugbaren Elemente ein System zweiter Stufe. Die Gesetze 
der Aenderung, durch welche die Elemente dieses Systems 
aus einander hervorgehen können, sind von jenen beiden ersten 
abhängig; nimmt man noch ein drittes unabhängiges Gesetz 
hinzu, so gelangt man zu einem Systeme dritter Stufe und 
so fort 

Als Beispiel möge hier wieder die Raumlehre dienen. In der- 
selben werden bei zwei verschiedenen Richtungen aus einem 
Elemente die sämmtlichen Elemente einer Ebene erzeugt , indem 
nämlich das erzeugende Element beliebig viel nach beiden Rich- 
tungen nach einander fortschreitet , und die Gesammtheit der so 
erzeugbaren Punkte (Elemente) in eins zusanunengefasst wird. 
Die Ebene ist also das System zweiter Stufe ; in ihr ist eine um- 
endliche Menge von Richtungen enthalten, welche von jenen beiden 
ersten abhängen. Nimmt man eine dritte unabhängige Richtung 
hinzu, so wird vermittelst ihrer der ganze unendliche Raum (als 
System dritter Stufe) erzeugt; und weiter als bis zu drei umab- 
hängigen Richtungen (Änderungsgesetzen) kann man hier nicht 
kommen, während sich in der reinen Ausdehnungslehre die An«*M 
derselben bis ins Unendliche steigern kann. 

12. Die Verschiedenheit der Gesetze erfordert wieder 
zu ihrer genaueren Bestimmung eine Erzeugungsweise, ver- 
möge deren das eine System in das andere übergeht. Dieser 
Uebergang der verschiedenen Systeme in einander bildet da- 
her eine aweite natürliche Stufe in dem Gebiete der Ans- 
dehnungslehre , und mit ihr ist dann das Gebiet der elemen- 
taren Darstellung dieser Wissenschaft beschlossen. 



Es entspricht dieser Uebergang der Systeme in einander der 
Schwenkungsbewegung in der Raumlehre , und mit dieser hängt 
zusammen die Winkelgrösse , die absolute Länge, der senkrechte 
Stand u. s. w. ; was alles seine Erledigung erst in dem zweiten 
Theile der Ausdehnungslehre finden wird. 



D. Form der Darstellung. 

13. Das EigentMmliche der prülogophischen Methode ist, 
dass sie in Gegensätzen fortschreitet, und so vom Allgemeinen 
zun Besonderen gelangt; die mathematische Methode hingegen 
schreitet von den einfachsten Begriffen zu den zusammenge- 
setzteren fort, und gewinnt so durch Verknüpfung des Be- 
sonderen neue und allgemeinere Begriffe. 

Während also dort die Uebersieht über das Ganze vorwaltet, 
und die Entwickelung eben in der allmäligen Verzweigung und 
Gliederung des Ganzen besteht, so herrscht hier die A nein and er- 
kettung des Besonderen hervor, und jede in sieh geschlossene 
Entwickeltingareihe bildet zusammen wieder nur ein Glied fttr die 
folgende Verkettung, und diese Differenz der Methode liegt in dem 
Begriffe; denn in der Philosophie igt eben die Einheit der Idee 
das ursprüngliche, die Besonderheit das abgeleitete, in der Mathe- 
matik hingegen die Besonderheit das ursprüngliche, hingegen die 
Idee das letzte , angestrebte ; wodurch die entgegengesetzte Fort- 
schreitung bedingt ist. 

14. Da sowohl die Mathematik als die Philosophie 
Wissenschaften im strengsten Sinne sind, so mnss die Methode 
in beiden etwas gemeinschaftliches haben, was sie eben zur 
wissenschaftlichen macht. Nun legen wir einer Behandlung« 
weise Wiseenschaftlichkeit bei, wenn der Leser durch sie eines- 
thetls mit Notwendigkeit zur Anerkennung jeder einzelnen 
Wahrheit geführt wird, andrerseits in den Stand gesetzt wird, 
auf jedem Punkte der Entwicklung die Richtung des weiteren 
Fortschreitens zn übersehen. 

Die TJnerlässlichkeit der ersten Forderung, nämlich der wissen- 
schaftlichen Strenge, wird jeder zugeben. Was das zweite betrifft, 
so ist dies noch immer ein Punkt, der von den meisten Mathema- 
tikern noch nicht gehörig beachtet wird. Es kommen oft Beweise 
vor , hei denen man zuerst , wenn nicht der Satz oben anstände, 
gar nicht wissen könnte , wohin sie führen sollen , und durch die 
man dann, nachdem man eine ganze Zeitlang blind und aufs Ge- 
rathcwohl hin jeden Schritt nachgemacht hat, endlich, ehe man es 



2 Allgemeine Formenlehre. § 2 

angehören , sondern den Gegenständen , auf welche derselbe Begriff 
der Gleichheit angewandt wird. In der That von zwei gleich langen 
Strecken z. B. können wir nicht sagen , dass sie an sich gleich sind, 
sondern nur, dass ihre Länge gleich sei , und diese Länge steht dann 
eben auch in der vollkommenen Beziehung der Gleichheit. Somit 
haben wir dem Begriff der Gleichheit seine Einfachheit gerettet, und 
können denselben dahin bestimmen , dass gleich dasjenige sei , von 
dem man stets dasselbe aussagen kann oder allgemeiner, was in jedem 
Urtheile sich gegenseitig subsfötirt werden kann 11 ). Wie hierin zu- 
gleich ausgesagt liegt , dass wenn zwei Formen einer dritten gleich 
sind, sie auch selbst einander gleich sind, und dass das aus dem 
Gleichen auf dieselbe Weise erzeugte wieder gleich sei, liegt am Tage. 
§ 2. Der zweite Gegensatz, den wir hier in Betracht zu ziehen 
haben, ist der der Verknüpfung und Sonderung. Wenn zwei Grössen 
oder Formen (welchen Namen wir als den allgemeineren vorziehe*, 
s. Einl. 3) unter sich verknüpft sind, so heissen sie Glieder der 
Verknüpfung, die Form, welche durch die Verknüpfung beider dar- 
gestellt wird, das Ergebniss der Verknüpfung. Sollen beide 
Glieder unterschieden werden, so nennen wir das eine das Vorder- 
glied, das andere das Hinter glied. Als das allgemeine Zeichen 
der Verknüpfung wählen wir das Zeichen ~ ; sind nun a und b die 
Glieder derselben , und zwar a das Vorderglied , b das Hinterglied, 
so bezeichnen wir das Ergebniss der Verknüpfung mit (a* b) ; indem die 
Klammer hier ausdrücken soll, dass die Verknüpfung nicht mehr in 
der Trennung ihrer Glieder soll angeschaut werden, sondern als eine 
Einheit des Begriffs**). Das Ergebniss der Verknüpfung kann wieder 
mit andern Formen verknüpft werden , und so gelangt man zu einer 



*) Et soll dies keine philosophische Begriffsbestimmung sein, sondern nur 
eine Verständigung über das Wort, damit nicht etwa verschiedenes darunter 
verstanden werde. Die philosophische Begriffsbestimmung würde vielmehr 
den Gegensatz des Gleichen und Verschiedenen in seinem Flieeeen und in 
seiner starren Abgrünsmag in ergreifen haben , wozu noch ein nioht unbe- 
trächtlicher Apparat von Begriffsbestimmungen erforderlich sein würde, der 
hier nicht hergehört. 

**) Auf welche Weise nun diese Einheit bewirkt wird, und was dabei jedes- 
mal an der Vorstellung des einzelnen Verknüpften ausgegeben wird , hängt 
von der Natur der jedesmaligen Verknüpfung ab. 



§ 3 Gleichheit — Verknüpfung 3 

Verknüpfung mehrerer Glieder , welche aber zunächst immer nur als 
eine Verknüpfung je zweier erscheint. Der Bequemlichkeit wegen 
bedienen wir uns der üblichen abgekürzten Klammerbezeichnung, 
indem wir nämlich die zusammengehörigen Zeichen einer Klammer 
weglassen, wenn deren Oefihungszeichen [(] entweder am Anfang des 
ganzen Ausdrucks steht, oder nach einem andern Oefihungszeichen 
folgen würde; z. B. statt ((a-b)-c) schreiben wir a-b-c. 

§ 3. Die besondere Art der Verknüpfung wird nun dadurch 
bestimmt , was bei derselben als Ergebniss festgehalten , d. h. unter 
welchen Umständen und in welcher Ausdehnung das Ergebniss als 
sich gleich bleibend gesetzt wird. Die einzigen Veränderungen, 
welche man , ohne die einzelnen verknüpften Formen selbst zu än- 
dern, vornehmen kann, ist Aenderung der Klammern und Umord- 
nung der Glieder. Nehmen wir zuerst die Verknüpfung so an, 
dass bei drei Gliedern das Setzen der Klammern keinen realen 
Unterschied, d. h. keinen Unterschied des Ergebnisses begründet, 
also dass a~(b»c)=a»b~c ist, so folgt zunächst, dass man auch 
in jeder mehrgliedrigen Verknüpfung dieser Art ohne ihr Ergeb- 
niss zu ändern, die Klammern weglassen kann. Denn jede Klam- 
mer schliesst vermöge der darüber festgesetzten Bestimmung zu- 
nächst einen zweigliedrigen Ausdruck ein , und dieser Ausdruck 
muss wieder als Glied verbunden sein mit einer andern Form, kurz 
es tritt eine Verbindung von drei Formen hervor, für welche wir 
voraussetzten, dass man die Klammer weglassen könne, ohne das 
Ergebniss ihrer Verknüpfung zu ändern; also wird auch, da man 
statt jeder Form die ihr gleiche 'setzen darf, das Gesammtergeb- 
niss durch das Weglassen jener Klammer nicht geändert. Also 

„Wenn eine Verknüpfung von der Art ist, dass bei drei Glie- 
dern die Klammern weggelassen werden dürfen, so gilt dies 
auch bei beliebig vielen ; a 

oder, da man in zwei Ausdrücken, welche sich nur durch das 
Setzen der Klammern unterscheiden, stets nach dem so eben er- 
wiesenen Satze die Klammern weglassen darf, so sind beide Ans* 
drücke, da sie demselben (klammerloeen) Ausdrucke gleich sind, 
auch unter sich gleich, und man hat den vorigen Satz in etwas all- 
gemeinerer Form: 
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„Wenn eine Verknüpfung von der Art ist , das fUr drei Glie- 
der die Art , wie die Klammern gesetzt werden , keinen realen 
Unterschied begründet, so gilt dasselbe auch für beliebig 
viele Glieder." 

§ 4. Wäre auf der andern Seite für eine Verknüpfung nur 
die Vertauschbarkeit der beiden Glieder festgesetzt , so würde dar- 
aus keine andere Folgerung gezogen werden können. Kommt aber 
diese Bestimmung noch zu der im vorigen § gemachten hinzu , so 
folgt, dass auch bei mehrgliedrigen Ausdrücken die Ordnung der 
Glieder für das Gesammtergebniss gleichgültig ist, indem man 
nämlich leicht zeigen kann , dass sich je zwei aufeinander folgende 
Glieder vertauschen lassen. In der That kann man nach dem zu- 
letzt erwiesenen Satze (§ 3) zwei solche Glieder, deren Vertausch- 
barkeit man nachweisen will , in Klammern einschliessen ohne 
Aenderung des Gesammtergebnisses , ferner diese Glieder unter 
sich vertauschen, ohne das Ergebniss der aus ihnen gebildeten 
Verknüpfung zu ändern (wie wir so eben voraussetzten) , also auch 
ohne das Ergebniss der ganzen Verknüpfung zu ändern (da man 
statt jeder Form die ihr gleiche setzen kann) , und endlich können 
nun die Klammern wieder so gesetzt werden, wie sie zu Anfang 
waren. Somit ist die Vertauschbarkeit zweier einander folgender 
Glieder erwiesen. Da man nun aber durch Fortsetzung dieses 
Verfahrens jedes Glied auf jede beliebige Stelle bringen kann, so 
ist die Ordnung der Glieder überhaupt gleichgültig. Also dies Re- 
sultat zusammengefasst mit dem des vorigen Paragraphen : 

„Wenn eine Verknüpfung von der Art ist, dass man, ohne 
Aenderung des Ergebnisses, bei drei Gliedern die Klammern 
beliebig setzen , bei zweien die Ordnung verändern darf: so 
ist auch bei beliebig vielen Gliedern das Setzen der Klammern 
und die Ordnung der Glieder gleichgültig für das Ergebniss." 
Wir werden der Kürze wegen eine solche Verknüpfung , für welche 
die angegebenen Bestimmungen gelten, eine einfache nennen. 
Eine noch weiter gehende Bestimmung ist nun für die Art der 
Verknüpfung , wenn man nicht auf die Natur der verknüpften For- 
men zurückgeht > nicht mehr möglich , und wir schreiten daher zur 
Auflösung der gewonnenen Verknüpfung, oder zum analytischen 
Verfahren. 



§ 5 Einfache Verknüpfung — Analyse. 5 

§ 5. Das analytische Verfahren besteht darin, dass man zu 
dem Ergebniss der Verknüpfung und dem einen Gliede derselben 
das andere sucht. Es gehören daher zu einer Verknüpfung zwei 
analytische Verfahrungsarten , je nachdem nämlich deren Vorder- 
glied oder Hinterglied gesucht wird; und beide Verfahrungsarten 
liefern nur dann ein gleiches Ergebnisse wenn die beiden Glieder 
der ursprünglichen Verknüpfung vertauschbar sind. Da auch dies 
analytische Verfahren als Verknüpfung kann aufgefasst werden , so 
unterscheiden wir die ursprüngliche oder synthetische Verknüpfung 
und die auflösende oder analytische Verknüpfung. Im Folgenden 
werden wir nun zunächst die synthetische Verknüpfung in dem 
Sinne des vorigen Paragraphen als eine einfache voraussetzen und 
als Zeichen derselben das Zeichen » beibehalten, für die entsprechende 
analytische Verknüpfung , hingegen da hier die beiden Arten der- 
selben zusammenfallen , das umgekehrte Zeichen ~ wählen, und 
zwar so, dass wir das Ergebniss der synthetischen Verknüpfung, 
was bei der analytischen gegeben ist, hier zum Vordergliede machen. 
Sonach bezeichnet hier a-b diejenige Form, welche mit b synthetisch 
verknüpft a giebt, so dass also allemal a-b-b= a ist. Hierin liegt 
sogleich eingeschlossen, dass a-b-c diejenige Form bedeutet, welche 
mit c und dann mit b synthetisch verknüpft a giebt , d. h. also auch 
nach §. 4 diejenige Form , welche mit denselben Werthen in um- 
gekehrter Folge, oder auch mit b-c synthetisch verknüpft a giebt, 
d.h. 

a^b~c«=a~c w b 

= a~(b~c); 

und da dieselbe Schlussfolge für beliebig viele Glieder gilt, so folgt, 
dass auch die Ordnung der Glieder , welche analytische Vorzeichen 
haben, gleichgültig ist, und man diese Glieder in eine Klammer 
schliessen darf, wenn man nur die in die Klammer rückenden 
Vorzeichen umkehrt. Hieraus nun folgt weiter, dass 

a~(b~c) = a^b^c 

sei. In der That hat man aus der Definition der analytischen Ver- 
knüpfung 

a « (b v c) «■» a w (b ~ c) - c* c ; 
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dieser Ausdruck ist wieder vermöge des so eben erwiesenen Ge- 
setzes 

3aa*(b w C"c)~c, 

und dies letztere ist endlich vermöge der Definition der analytischen 
Verknüpfung 

■■»a^b-c, 

also auch der erste Ausdruck dem letzten gleich. Drücken wir dies 
Resultat in Worten aus, und fassen wir es mit dem vorher gewonnenen 
Resultate zusammen, so erhalten wir den Satz : 

„Wenn die synthetische Verknüpfung eine einfache ist , so ist 
es Ar das Ergebnis« gleichgültig, in welcher Ordnung man 
synthetisch oder analytisch verknüpft; auch darf man nach 
einem synthetischen Zeichen eine Klammer setzen oder weg- 
lassen, wenn dieselbe nur synthetische Glieder enthält, nach 
einem analytischen aber unter allen Umständen die Klammer 
setzen oder weglassen, sobald man nur in diesem Falle die 
Vorzeichen innerhalb der Klammer umkehrt , d. h. das analy- 
tische Zeichen in ein synthetisches verwandelt und umgekehrt tt 
Dies ist das allgemeinste Resultat, zu dem wir bei den an- 
genommenen Voraussetzungen gelangen können. Hingegen geht 
aus denselben nicht hervor, dass man eine Klammer, welche ein 
analytisches Zeichen einschließt , und ein synthetisches vor sieh hat, 
weglassen könne. Vielmehr muss dazu erst eine neue Voraus- 
setzung gemacht werden. 

§ 6. Die neue Voraussetzung, die wir hinzufugen, ist die, 
dass das Ergebniss der analytischen Verknüpfung eindeutig sei, oder 
mit andern Worten, dass, wenn das eine Glied der synthetischen 
Verknüpfung unverändert bleibt , das andere aber sich ändert , dann 
auch jedesmal das Ergebniss sich ändere. Hieraus ergiebt sich zu- 
nächst, dass 

ist; denn a~b~b bedeutet die Form, die mit b synthetisch verknüpft 
a~ b giebt. Nun ist a eine solche Form und vermöge der Eindeutig- 
keil dea Rmhuti die einzige* also die Gekang der obigen Gleichung 
erwiesen. Hieraus wiederum geht hervor, dass 

a-(b-c)— a-b-c 
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ist. Um nämlich den zweiten Ausdruck auf den ersten zu bringen, 
kann man in ihm statt b setzen ((b - c) ~ c und erhält 

a~b"C«sa~((b~c)"c)~c; 
dies ist nach §. 4 

= a~(b-c)«c~c, 
und dies wieder nach dem so eben erwiesenen Satze 

= a « (b * c) , 
also ist auch der erste Ausdruck dem letzten gleich ; da man nun 
diese Schlüsse wiederholen kann, wenn mehrere Glieder in der 
Klammer vorkommen, so hat man den Satz : 

„Wenn die synthetische Verknüpfung eine einfache, und die 
entsprechende analytische eine eindeutige ist, so kann man 
nach einem synthetischen Zeichen die Klammer beliebig setzen 
oder weglassen. Wir nennen dann (wenn jene Eindeutigkeit 
auf allgemeine Weise stattfindet) die synthetische Verknüpfung 
Addition, und die entsprechende analytische Subtraktion. 
Was die Ordnung der Glieder betrifft , so folgt , dass a ~ b * c ■■» 
a ~ c ~ b ist ; denn a«b^c = b«a*'C«="b'»(a v c)=»a^c«b; so 
dass wir also auch die Vertauschbarkeit zweier Glieder , deren eins 
ein synthetisches, das andere ein analytisches Vorzeichen hat, nach- 
gewiesen haben , sobald die Eindeutigkeit des analytischen Ergeb- 
nisses vorausgesetzt ist. Und nur unter dieser Voraussetzung 
gelten die Sätze dieses Paragraphen , während die des vorigen auch 
dann noch gelten, wenn das Ergebnis« der analytischen Verknüpfung 
vieldeutig ist *) **) . 



*) Beispiele einer solchen Vieldeutigkeit liefert nicht bloss , wie tiefe 
später Beigen wird , die Ausdehnungslehre in reichlicher Menge , sondern 
auch die Arithmetik bietet sie dar , und es ist daher die festgesetzte Unter* 
seheidung auch für sie wichtig. Nämlich als einfache Verknüpfungen zeigen 
■ich Addition und Multiplikation ; und während die Subtraktion immer ein- 
deutig ist, so ist es die Division nur, so lange die Null nicht als Divisor 
erscheint; deshalb gelten für die Division nur die Sätze des vorigen § all- 
gemein, während die Sätze dieses § nur mit der Beschränkung gelten, dass 
die Null nicht als Divisor erscheint Aus der Nichtbeachtung dieses 
Umstandet missen die ärgsten Widersprüche und Verwirrungen hervor- 
gehen, wie es auch zum Theil geschehen ist. 

**) Bin späterhin angestellte« Versmeh, die Gesetze Ar die Verknüpfung 
mehrdeutiger Grossen aufzustellen, hat mich zu der Ueberseugung geführt, 
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§ 7. Durch das analytische Verfahren gelangt man zur in- 
differenten und zur analytischen Form. Die erstere erhält man 
durch die analytische Verknüpfung zweier gleicher Formen, also 
a * a stellt die indifferente Form dar , und zwar ist dieselbe unab- 
hängig von dem Werthe a. In der That ist a - a = b - b ; denn 
b - b stellt die Form dar , welche mit b synthetisch verknüpft b 
giebt , eine solche Form ist a - a , da b~(a~a) — b~a~a = b ist. 
In dem Umfange nun , in welchem zugleich das Ergebniss der ana- 
lytischen Verknüpfung eindeutig ist , muss daher auch a - a gleich 
b - b gesetzt werden. Da somit die indifferente Form unter der 
gemachten Voraussetzung immer nur Einen Werth darstellt , so er- 
giebt sich daraus die Notwendigkeit , sie durch ein eigenes Zeichen 
zu fixiren. Wir wählen dazu für den Augenblick das Zeichen <*> , 
und bezeichnen die Form ( *> ~ a) mit ( ~ a) , und nennen ( - a) die 
rein analytische Form, und zwar, wenn die synthetische Verknüpfung 
die Addition war , die negative Form. Dass (a ~ « ) und (a ~ <*> ) 
gleich a , dass ferner - ( w a) gleich ~ a , und ~ ( ~ a) gleich - a ist, 
ergiebt sich direkt , indem man nur die so eben dargestellten voll- 
ständigen Ausdrücke diesen Formen zu substituiren hat, um so- 
gleich die Richtigkeit dieser Gleichungen zu übersehen*). Die 
analytische Form zur Addition nannten wir ins Besondere die nega- 



dass man überall die mehrdeutigen Grossen zuerst in eindeutige verwandeln 
muss , ehe man Überhaupt auf sie irgend ein Yerknüpfangsgesetz anwenden 
kann. Ich habe dieser Uebeneugung in meiner Ansdehnungslehre von 
1862 in der Anmerkung zn No. 348 nnd sn No. 477 Ausdruck verliehen, und 
sogleich an ersterer Stelle gezeigt , wie man die mehrdeutigen Grössen in 
eindeutige verwandeln kann. Auch meiner Arithmetik (Stettin 1860. 
Druck nnd Verlag von R. Grassmann) liegt diese Ueberzeugung zn Grunde. 
(1877.) 

*) Es ist ein vergebliches Unternehmen, wenn man z.B. bei der Addition 
und Subtraktion in der Arithmetik , nachdem man die hierher gehörenden 
Gesetze für positive Zahlen nachgewiesen hat , sie hinterher noch besonders 
für negative Zahlen beweisen will. Indem man nämlich die negative Zahl 
als solche definirt, die su a addirt Null giebt, so meint man hier mit dem 
Addiren (indem der Begriff desselben zunächst nur für positive Zahlen auf- 
gestellt ist) entweder dieselbe Verknüpfungsweise , für welche die Grund- 
gesetze , die den allgemeinen Begriff der Addition bestimmen , gelten , oder 
eine andere. Im enteren Falle ist der Nachweis unnöthig, da die weiteren 
Gesetze dann für die negativen Zahlen schon mit bewiesen sind; im letaleren 



§ 3 Indifferente u. analyt. Form — Add. des Gleichart. 9 

live Form, und die indifferente in Bezug auf die Addition und 
Subtraktion nennen wir Null. 

§ 8. Wir haben bisher den Begriff der Addition rein formell 
gefasst, indem wir ihn durch das Gelten gewisser Verknüpfung»* 
gesetse bestimmten. Dieser formelle Begriff bleibt auch immer der 
einzige allgemeine. Doch ist dies nicht die Art , wie wir in den 
einzelnen Zweigen der Mathematik zu diesem Begriffe gelangen. 
Vielmehr ergiebt sich in ihnen aus der Erzeugung der Grössen 
selbst eine eigentümliche Verknüpfungsweise, welche sich denn 
dadurch , dass jene formellen Gesetze auf sie anwendbar sind , als 
Addition in dem eben angegebenen allgemeinen Sinne darstellt. Be- 
trachten wir nämlich zwei Grössen (Formen) , welche durch Fort- 
setzung derselben Erzeugungsweise hervorgehen, und welche wir 
„in gleichem Sinne erzeugt" nennen, so ist klar, wie man beide 
so an einander reihen kann , dass beide Ein Ganzes ausmachen , in- 
dem ihr beiderseitiger Inhalt, d. h. die Theile, welche beide ent- 
halten, in eins zusammengedacht werden, und dies Ganze dann 
mit jenen beiden Grössen gleichfalls in gleichem Sinne erzeugt 
gedacht wird. Nun ist leicht zu zeigen , dass diese Verknüpfung 
eine Addition ist, d. h. dass sie eine einfache, und ihre Analyse 
eine eindeutige ist. Zuerst kann ich beliebig zusammenfassen und 
beliebig vertauschen, weil die Theile, welche zusammengedacht 
werden, dabei dieselben bleiben, und ihre Folge nichts ändern 
kann , da sie alle gleich sind (als durch gleiche Erzeugungen ent- 
standen) ; aber es ist auch ihre Analyse eindeutig ; denn wäre dies 
nicht der Fall, so müsste bei der synthetischen Verknüpfung, wäh- 
rend das eine Glied und das Ergebniss dasselbe bliebe , das andere 
Glied verschiedene Werthe annehmen können ; von diesen Werthen 
müsste dann der eine grösser sein als der andere; also müssten 
dann zu dem letzteren noch Theile hinzukommen; aber dann würden 
auch zu dem Ergebnisse dieselben Theile hinzukommen, das Er- 
gebniss also ein anderes werden, wider die Voraussetzung. Also 
da auch die entsprechende analytische Verknüpfung eindeutig ist, 



Falle ist er unmöglich , wenn der Begriff der Addition solcher Zahlen nicht 
etwa noch anderweitig bestimmt werden sollte. Eben so verhalt es sich mit 
dea Brüchen im Gegensätze gegen die ganzen Zahlen. 
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so ist die synthetische Verknüpfung als Addition aufzufassen, die 
entsprechende analytische als Subtraktion, und es gelten demnach 
für diese Verknüpfungen alle in §§3 — 7 aufgestellten Gesetze. 
Es ergab sich dort, dass die Gesetze dieser Verknüpfungen auch 
dann unverändert bestehen bleiben, wenn die Glieder negativ 
werden. Vergleichen wir die negativen Grössen mit den positiven, 
so können wir sagen, sie seien im entgegengesetzten Sinne er- 
zeugt; und sowohl die in gleichem als die in entgegengesetztem 
Sinne erzeugten Grössen können wir unter dem Namen gleich- 
artiger Grössen zusammenfassen, und also ist auf diese Weise der 
reale Begriff der Addition und Subtraktion für gleichartige Grössen 
überhaupt bestimmt. 

§ 9. Wir haben bisher nur Eine synthetische Verknüpfung»- 
art für sich und in ihrem Verhältnisse zur entsprechenden analy- 
tischen betrachtet. Es kommt jetzt darauf an, die Beziehung zweier 
verschiedener synthetischer Verknüpfungsarten darzulegen. Zu dem 
Ende muss die eine durch die andere ihrem Begriffe nach bestimmt 
sein. Diese Begriffsbestimmung hängt von der Art ab, wie ein Aus- 
druck , welcher beide Verknüpfungsweisen enthält, ohne Aenderung 
des Gesammtergebnisses umgestaltet werden kann. Die einfachste 
Art, wie in einem Ausdrucke beide Verknüpfungen vorkomzaen 
können, ist die, dass das Ergebniss der einen Verknüpfung der 
aweiten unterworfen wird, also wenn ~ und « die Zeichen der beiden 
Verknüpfungen sind , so hängt das VerhäHniss beider von den Um- 
gestaltungen ab , welche mit dem Ausdruck (a ~ b) ä c vorgenommen 
werden dürfen. Wenn sich die zweite Verknüpfung auf beide 
Glieder der ersten gleichmässig beziehen soll, so bietet sich als 
die einfachste Umgestaltung die dar, dass man jedes Glied der 
ersten Verknüpfung der zweiten unterwerfen , und dann diese ein« 
■einen Ergebnisse als Glieder der ersten Verknüpfungsweise setzen 
könne« Wenn diese Umgestaltung ohne Aenderung des Gesammt- 
ergebnisses vorgenommen werden kann, d. h. also (a~b)~c<"v 
(a ä c) ~ (b « c) ist , so nennen wir die zweite Verknüpfung die jener 
ersten entsprechende Verknüpfung nächst höherer Stufe. Sind ins- 
besondere bei dieser zweiten Verknüpfung beide Glieder auf gleiche 
Weise abhängig von der ersten, so dass also jene Bestimmung 
sowohl für das Hinterglied der neuen Verbindung gilt, wie für 
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deren Vorderglied, und ist ferner die erstere Verknüpfung eine 
einfache, und ihre entsprechende analytische eine eindeutige, so 
nennen wir die letztere Multiplikation , während wir für die erster* 
schon oben den Namen der Addition festgesetzt hatten. Es ist 
dies Überhaupt die Art, wie von vorne herein, d. h. wenn noch 
keine Verknüpfungsart gegeben ist, eine solche nebst der sich daran 
anschliessenden höheren bestimmt werden kann. Daher betrachten 
wir auch die Addition als die Verknüpfung erster Stufe , die Multi- 
plikation also als die Verknüpfung zweiter Stufe*). Wir wählen von 
nun an statt der allgemeinen Verknüpfungszeichen die bestimmten 
für diese Verknüpfungsarten üblichen , und zwar wählen wir für die 
Multiplikation das blosse Aneinanderschreiben. 

§ 10. Die Beziehung der Multiplikation aar Addition haben 
wir dahin bestimmt, dass 

(a -f- b) c = ac -}- bc 

c (a -j- b) = ca -j- cb 
ist; und dadurch war uns der Begriff der Multiplikation festgestellt. 
Durch wiederholte Anwendung dieses Grundgesetzes gelangt man 
sogleich zu dem allgemeineren Satze, dass man, wenn beide Faktoren 
zerstückt sind, jedes Stück des einen mit jedem Stück des andern 
multipliciren und die Produkte addiren kann. Hieraus ergiebt sieh 
für die Beziehung der Multiplikation zur Subtraktion ein ent- 
sprechendes Gesetz, nämlich zunächst, dass 

(a — b) o =» ac — bc 
ist« Nämlich setzt man , um den zweiten Ausdruck auf den ersten 
zurückzuführen, in demselben statt a das ihm Gleiche (a — b)-f*b, 
so hat man 

ac — bc — ((a — b)-}~ D ) c — bc; 
der zweite Ausdruck ist nach dem so eben aufgestellten Gesetze 

«=»(a — b)c-}-bc — bc, 
und dieser Ausdruck nach §. 6 

— (a— b)c, 



*) Als dritte Stufe würde sich nach demselben Prinzip das Potenziren 
darstellen , was wir hier aber der Kürze wegen übergehen. Dass übrigens 
die Begriffsbestimmung für diese Verknüpfungen hier nur eine formelle sein, 
und erst in den einzelnen Wissenschaften durch Realdeflnitionen verkörpert 
werden kann, Hegt in der Natur der Sache. 
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also der erste Ausdruck dem letzten gleich. Auf gleiche Weise 
folgt , wenn der zweite Faktor eine Differenz ist , das entsprechende 
Gesetz. Durch wiederholte Anwendung dieser Gesetze gelangt man 
zu dem allgemeineren Satze : 

„Wenn die Faktoren eines Produktes durch Addition und Sub- 
traktion gegliedert sind , so kann man ohne Aenderung des Ge- 
sammtergebnisses , jedes Glied des einen mit jedem Gliede des 
andern multipliciren , und die so erhaltenen Produkte durch 
vorgesetzte Additions- und Subtraktionszeichen verknüpfen , je 
nachdem die Vorzeichen ihrer Faktoren gleich oder ungleich 



waren." 



§ 11. Für die Division gilt ganz allgemein, mag nun ihr 
Resultat eindeutig oder vieldeutig*) sein, das Gesetz der Zer- 
stückung des Dividend , nämlich 



a-f-b a b 



u 



wobei wir aber noch zu merken haben , dass , da für die Multipli- 
kation im Allgemeinen nicht Vertauschbarkeit der Faktoren an- 
genommen wurde, auch im Allgemeinen zwei Arten der Division 
unterschieden werden müssen, je nachdem nämlich das Vorder* 
glied oder das Hinterglied der multiplikativen Verknüpfung gesucht 
wird. Da indessen beide Faktoren eine gleiche Beziehung zur 
Addition und Subtraktion haben, so wird dies auch von beiden 
Arten der Division gelten; und wenn das obige Gesetz für eine 
Art erwiesen ist, so wird es aus denselben Gründen auch für die 
andere erwiesen sein. Wir wollen annehmen , es sei das Vorder- 
glied gesucht; also wenn z. B. 

— = x ist **), so sei xc = a. 
.c 

a-L-b 

Es bedeutet ' hiernach diejenige Form , die als Vorderglied mit 

.c 

c multiplicirt a-f-b giebt. Ich kann zuerst jede Form in zwei 

Stücke sondern, deren eins willktthrlich angenommen werden kann. 



*) Vergleiche die Anmerkung zu 8. 7 und die Ausdehnungslehre von 
1662 No. 877 bis 891. (1877.) 

**) Wo der Punkt im Divisor die Stelle des gesuchten Faktors bezeichnet« 
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Es sei daher die gesuchte mit ' gleichgesetzte Form — — -4-x. 

•c ,c 

Diese nun als Vorderglied mit c multiplicirt, giebt nach dem vorigen § 
a -}- xc ; sie soll aber bei dieser Multiplikation a -|~ b geben, folglich ist 

tf-}-xc=»a-}-b, d. h. xc — b, x — — 

• C 

also die gesuchte Form , da sie gleich 1~ x gesetzt war , gleich 

•C 

Auf dieselbe Weise ergiebt sich das Gesetz für die Dif- 



•c .c 
ferenz. 

§ 12. Die in den vorigen Paragraphen dargestellten Gesetze 
drücken die allgemeine Beziehung der Multiplikation und Division 
zur Addition und Subtraktion aus. Hingegen die Gesetze der Mul- 
tiplikation an sich , wie sie die Arithmetik aufstellt , und welche die 
V ertauschbarkeit und Vereinbarkeit der Faktoren aussagen , gehen 
nicht aus dieser allgemeinen Beziehung hervor, und sind daher 
auch nicht durch den allgemeinen Begriff der Multiplikation be- 
stimmt. Vielmehr werden wir in unserer Wissenschaft Arten der 
Multiplikation kennen lernen , bei denen wenigstens die Vertausch- 
barkeit der Faktoren nicht stattfindet, bei denen aber dennoch 
alle bisher aufgestellten Sätze ihre volle Anwendung haben. Auch 
den allgemeinen Begriff dieser Multiplikation haben wir somit for- 
mell bestimmt ; diesem formellen Begriffe muss, wenn die Natur der 
zu verknüpfenden Grössen gegeben ist, ein realer Begriff ent- 
sprechen, welcher die Erzeugungsweise des Produktes vermittelst 
der Faktoren aussagt. Die Beziehung zur realen Addition liefert 
uns eine allgemeine Bestimmung dieser Erzeugungsweise; wird 
nämlich einer der Faktoren als Summe seiner Theile (nach §. 8) 
aufgefasst, so muss man nach dem allgemeinen Beziehungsgesetz, 
statt die Summe der Produkt-bildenden Erzeugungsweise zu unter- 
werfen , die Theile derselben unterwerfen können , und die so ge- 
bildeten Produkte addiren , d. h. da diese Produkte wieder als in 
gleichem Sinne erzeugt sich darstellen, sie als Theile zu einem 
Ganzen verknüpfen können; d. h. die multiplikative Erzeugungs- 
weise muss von der Art sein, dass die Theile der Faktoren auf 
gleiche Weise in sie eingehen, so nämlich, dass wenn ein Theil 
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des einen mit einem Theil des andern mnltjplikativ verknöpft irgend 
eine Grosse erzeugt , dann bei der mnltiplikativen Verknüpfung der 
Gassen , auch jeder Theil des ersten mit jeden Theil des andern 
eine solche Grosse und zwar dieselbe Grosse erzeugt, wenn diese 
TheOe den zuerst angenommenen gleich sind. Und es leuchtet 
sogleich ein, dass wenn die Erzeugungsweise die angegebene Be- 
schaffenheit hat, auch die ihr entsprechende Yerkaupfungsweise 
cur Addition des Gleic ha r ti g en die multiplikative Beziehung hat, 
und für sie somit alle Gesetze dieser Beziehung gehen. Wir 
nennen daher eine solche VerknÜprungsweise auch schon dann, 
wenn nur erst ihre multiplikative Beziehung zur Addition 
artigen nac hge w iesen , oder mit andern Worten, das gleiche 
gehen aller Theüe der Verknupfongsglieder in die Veifenfipfung in 
dem oben angegebenen Sinne festgestellt ist, eine Multiplikation. 
Die bisher dargestellten allgemeinen Verfcnupfungsgesetme gesogen 
im Wesentlichen für die Darstellung unserer Wissenschaft und wir 
gehen daher zu dieser über. 



Erster Abschnitt. 



Die Ausdehnungsgrösse. 



Erstes Kapitel. 

Addition and Subtraktion der einfachen Ausdehnungen 

erster Stufe oder der Strecken. 

§ 13. Der rein wissenschaftliche Weg, die Ausde^mungslehre 
zu behandeln , würde der sein , dass wir nach der Art , wie es in 
der Einleitung versucht ist, von den Begriffen aus, welche dieser 
Wissenschaft zu Grunde liegen , alles einzelne entwickelten. Allein 
um den Leser nicht durch fortgesetzte Abstraktionen zu ermüden, 
und um ihn zugleich dadurch, dass wir an Bekanntes anknüpfen, 
in den Stand zu setzen, sich mit grösserer Freiheit und Selbstän- 
digkeit zu bewegen, knüpfe ich überall bei der Ableitung neuer 
Begriffe an die Geometrie an, deren Basis unsere Wissenschaft 
bildet. Indem ich aber bei der Ableitung der Wahrheiten , welche 
den Inhalt dieser Wissenschaft bilden, jedesmal den abstrakten 
Begriff zu Grunde lege , ohne mich dabei je auf irgend eine in der 
Geometrie bewiesene Wahrheit zu stützen , so erhalte ich dennoch 
die Wissenschaft ihrem Inhalte nach ganzlich rein und unabhängig 
von der Geometrie*). Um die Ausdehnungsgrosse zu gewinnen, 



*) In der Einleitung (Kr. 16) habe ich gezeigt, wie bei der Darstellung 
einer jeden Wissenschaft und insbesondere der nurihemzttsehen , twei Ent- 
wickelungsreihen in einander greifen , von denen die eine den Stoff liefert, 
d. h. die ganse Reihe der Wahrheiten , welche den eigentlichen Inhalt der 
Wissenschaft bildet, während die andere dem Leser die Herrschaft Über den 
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knüpfe ich daher an die Erzeugung: der Linie an- Hier ist es ein 
erzeugender Punkt, welcher verschiedene Lagen in stetiger Folge 
annimmt ; und die Gesammtheh der Punkte , in wekhe der erzeu- 
gende Punkt bei dieser Veränderung übergeht, badet die Linie. 
Die Punkte einer Linie erseheinen somit wesentlich ab versehie- 
dene, und werden auch als solche bezeichnet (mit verschiedenen 
Buchstaben}; wie aber dem Verschiedenen immer zugleich das 
Gleiche (obwohl in einem unterge ord neten Sinne) anhaftet, so er- 
seheinen auch hier die verschiedenen Punkte als verschiedene Lagen 
eines und desselben erzeugenden Punktes. Auf gleiche Weise nun 
gelangen wir in »nsriri Wissenschaft zu der Ausdehnung, wenn wir 
nur statt der dort eintretenden räumlichen Besiehungen hier die ent- 
sprechenden begrifflichen setzen. Zuerst statt des Punktes, d. h. 
des besonderen Ortes, setzen wir hier das Element, worunter wir das 
Besondere schlechthin, asfgefasst als verschiedenes von anderem 
Besonderen verstehen; und zwar legen wir dem Elemente in dar 
abstrakten Wissenschaft gar keinen andern Inhalt bei : es kann da- 
her hier gar nicht davon die Rede sein , was für ein Besonderes dies 
denn eigentlich sei — denn es ist eben das Besondere schlechthin, 
ohne allen realen Inhalt — , oder in welcher Beziehung das eine von 
dem andern verschieden sei — denn es ist eben schlechtweg als Ver- 
schiedenes bestimm t , ohne dass irgend ein realer Inhalt , in Bezug 
auf welchen es verschieden sei , gesetzt wire. Dieser Begriff des 
Elements ist unserer Wissenschaft genieinschsiUieh mit der Kombi- 
nationslehre , und daher auch die Bezeichnung der Elemente (durch 
verschiedene Buchstaben) beiden geinemschafUich*). Die verschie- 
denen Elemente können nun zugleich als verschiedene Zustande 
desselben erzeugenden Elementes au%sfasst werden , und diese ab- 
strakte Veischiedenheit der Zustande ist es, wekhe der Ortsverschie- 
denheit entspricht. Den Uebergang des e rzeug e n den Ele m e nte s 



Stoff geben soll. Jone erste Entwiekelmignreihe nun ist es, welche ich 
ginxlich unabhängig ron der Geometrie erkalten habe, wSkrend ich nur 
letzten meinem Zwecke gemäat die Südosts Freiheit gislsttot habe. 
*) IKeDinerens hegt nur in der Axt, wie in betdei 
lern Elemente die Formen gewonnen werden, in der K< 
lehre nämlich durch blosses Verknöpfen also diskret, hier aber durch 
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einem Zustande in einen andern nennen wir eine Aenderung desselben; 
und diese abstrakte Aenderong des erzeugenden Elementes entspricht 
also der Ortsänderung oder Bewegung des Punktes in der Geometrie. 
Wie nun in der Geometrie durch die Fortbewegung eines Punktes 
zunächst eine Linie entsteht , und erst , indem man das gewonnene 
Gebilde aufs neue der Bewegung unterwirft, räumliche Gebilde 
höherer Stufen entstehen können , so entsteht auch in unsrer Wissen- 
schaft durch stetige Aenderung des erzeugenden Elementes zu- 
nächst das Ausdehnungsgebilde erster Stufe. Die Resultate der 
bisherigen Entwickelung zusammenfassend , können wir die Defini- 
tion aufstellen : 

„Unter einem Ausdehnungsgebilde erster Stufe verstehen wir 

die Gesammtheit der Elemente, in die ein erzeugendes Element 

bei stetiger Aenderung übergeht. u 
und insbesondere nennen wir das erzeugende Element in seinem 
ersten Zustande das Anfangselement , in seinem letzten das Endele- 
ment. Aus diesem Begriffe ergiebt sich sogleich, dass zu jedem 
Ansdehnungsbilde ein entgegengesetztes gehört , welches diesel- 
ben Elemente enthält, aber in umgekehrter Entstehungsweise, so 
dass also namentlich das Anfangselement des einen das Endelement 
des andern wird. Oder , bestimmter ausgedrückt , wenn durch eine 
Aenderung aus a b wird, so ist die entgegengesetzte die, durch 
welche aus b a wird, und das einem Ausdebnungsgebilde ent- 
gegengesetzte ist dasjenige, welches durch die entgegengesetzten 
Aenderungen in umgekehrter Folge hervorgeht, worin zugleich liegt, 
dass das Entgegengesetztsein ein wechselseitiges ist. 

§ 14. Das Ausdehnungsgebilde wird nur dann als ein ein- 
faches erscheinen, wenn die Aenderungen, die das erzeugende 
Element erleidet, stets einander gleich gesetzt werden; so dass 
also, wenn durch eine Aenderung aus einem Element a ein an- 
deres b hervorgeht, welche beide jenem einfachen Ausdehnungs- 
gebilde angehören , dann durch eine gleiche Aenderung aus b ein 
Element desselben Ausdehnungsgebildes c erzeugt wird , und zwar 
wird diese Gleichheit auch dann noch stattfinden müssen, wenn a 
und b als stetig aneinandergränzende Elemente aufgefasst werden, 
da diese Gleichheit durchweg bei der stetigen Erzeugung stattfinden 

soll. Wir können eine solche Aenderung, durch die aus einem Ele- 

2 
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ment einer stetigen Form ein nächst angränzeades ersengt wird, 
eine Grundänderung nennen , und werden dann sagen; „das ein- 
fache Ausdehnungsgebilde sei ein solches, das durch stetige 
Fortsetzung derselben Grundänderung hervorgeht" In demselben 
Sinne nun, in welchem die Aenderungen einander gleich gesetzt 
werden, werden wir auch die dadurch erzeugten Gebilde gleich 
setzen können , und in diesem Sinne, dass nämlich das durch gleiche 
Aenderungen auf dieselbe Weise erzeugte selbst gleich gesetzt werde» 
nennen wir das einfache Ausdehnungsgebilde erster Stufe eine Aus- 
dehnungsgrösse oder Ausdehnung erster Stufe oder eine 
Strecke*). Es wird also das einfache Ausdehnungsgebilde zur 
Ausdehnungsgrösse , wenn wir von den Elementen, die das erste ent- 
hält, absehen, und nur die Art der Erzeugung festhalten; und 
während zwei Ausdehnungsgebilde nur dann einander gleich gesetzt 
werden können, wenn sie dieselben Elemente enthalten,, so zwei 
Ausdehnung8grössen schon dann, wenn sie, auch ohne dieselben Ele- 
mente zu enthalten, auf gleiche Weise (d. h. durch dieselben Aende- 
rungen) erzeugt sind. Die Gesammtheit endlich aller Strecken, 
welche durch Fortsetzung derselben und der entgegengesetzten 
Grundänderung erzeugbar sind, nennen wir ein System**) (oder 
ein Gebiet) erster Stufe. Die demselben System erster Stufe 
angehörigen Strecken werden also alle durch Fortsetzung entweder 
derselben Grundänderung oder entgegengesetzter Grundänderungen 
erzeugt. 

Ehe wir zur Verknüpfung der Strecken übergehen , wollen wir 
die im vorigen § aufgestellten Begriffe durch Anwendung auf die Geo- 
metrie ▼eranschaulichen. Die Gleichheit der Aenderungsweise wird 
hier durch Gleichheit der Richtung vertreten ; als System erster Stufe 
stellt sich daher hier die unendliche gerade Linie dar , als einfache 
Ausdehnung erster Stufe die begrenzte gerade Linie. Was dort gleich- 
artig genannt wurde, erscheint hier als parallel , und der Parallelis- 
mus bietet gleichfalls seine zwei Seiten dar, als Parallelismus in dem- 



*) Die abstrakte Bedentang dieser ursprünglich konkreten Benennung 
bedarf wohl keiner Rechtfertigung, da die Namen des Abstrakten ursprüng- 
lich alle konkrete Bedentang haben. 

**) Ich siehe jetzt den Ausdruck „Gebiet" dem Ausdruck „System", 
welcher vielfach in anderem Sinne gebräuchlich ist, vor. (1877.) 
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reiben und in entgegengesetztem Sinne*). Den Namen der Strecke 
können wir in entsprechendem Sinne für die Geometrie festhalten, 
und also unter gleichen Strecken hier solche begränste Linien Ter* 
stehen, welche gleiche Richtung und Länge haben. 

§ 15. Wenn die stetige Erzeugung der Strecke mitten in ihrem 
Gange unterbrochen gedacht wird , um dann hernach wieder fortge- 
setzt au werden, so erscheint die ganze Strecke als Verknüpfung 
zweier Strecken, welche sich stetig aneinanderBchliessen , und von 
denen die eine als Fortsetzung der andern erscheint. Die beiden 
Strecken, welche die Glieder dieser Verknüpfung bilden, sind in dem- 
selben Sinne erzeugt (§ 8) , und das Ergebnis« der Verknüpfung ist 
die Strecke vom Anfangselemente der ersten zum Endelemente der 
letzten, wenn beide stetig an einander gelegt, d. h. so dargestellt sind, 
dass das Endelement der ersten zugleich das Anfangselement für die 
zweite ist. Bezeichnen wir vorläufig die Strecke vom Anfangsele- 
ment a (vergL Fig. 2) zum Endelement ß mit [aß] , und sind [aß\ 
und {jßjf] in demselben Sinne erzeugt , so ist also [oy] das Ergebniss 
der oben angezeigten Verknüpfung , wenn [aß] und [ßy] die Glieder 
sind **)• Wir haben schon oben (§ 8) nachgewiesen, dass diese Ver- 
knüpfung , da sie die Vereinigung der in gleichem Sinne erzeugten 
Grössen darstellt , als Addition , ihre entsprechende analytische als 



*) Diese Unterscheidung ist für die Geometrie so wichtig, dass es 
nicht wenig zur Vereinfachung der geometrischen Sätze und Beweise bei- 
tragen würde , wenn man diesen Unterschied durch einfache Benennungen 
ftrirte , wozu ich etwa die Ausdrücke „gleichläufig" und „gegenläufig" vor- 
schlagen möchte. 

**) Diese Bezeichnung der Strecke ist nur eine vorläufige, die wahre 
Bezeichnung derselben durch ihre Gränzelemente kann erst verstanden wer- 
den, wenn wir die Verknüpfung der Elemente werden kennen gelernt haben 
(siehe den zweiten Abschnitt § 99). 

Die Bezeichnung [aß] ist in der Ausdehnungslehre von 1862 für das 
Produkt der beiden Elemente a und ß gewählt, welches, wenn a und ß 
Punkte sind, den Linientheil zwischen « und ß darstellt, wovon sich die 
Strecke dadurch unterscheidet, dass in dieser nur Länge und Richtung, in 
jenem aber zugleich die Lage der unendlichen geraden Linie festgehalten 
wird , welcher der Linientheil angehört. Es ist also hier um so mehr daran 
festzuhalten , dass die Bezeichnung der Strecke durch [aß] nur ein vorläu- 
figer Nothbehelf ist, die sachgemasse Bezeichnung ß-a konnte nach dem 
Prinzip der Darstellung erst in § 99 gegeben werden. (1877.) 

2* 
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Subtraktion aufgefasst werden müsse , und daher alle Gesetze dieser 
Verknüpfungsarten für sie gelten« Wir haben hier nur noch die eigen- 
tümliche Bedeutung nachzuweisen , welche die negative Grösse auf 
unserm Gebiete gewinnt. Nämlich um zuerst die Bedeutung der Sub- 
traktion uns anschaulicher zu machen , so können wir daraus , dass 
[aß] -f- [ßy] — [ay] ist , sobald [aß] und [ßy] in gleichem Sinne er- 
zeugt sind , den Schluss ziehen , dass eben so allgemein [aß] = [er/] 
— [ßy] ist (vergl. Fig. 2) , d. h. also , wenn wir uns der in der Sub- 
traktion Üblichen Benennungen bedienen , „der Best ist , wenn man 
Minuend und Subtrahend mit ihren Endelementen aufeinander legt, 
die Strecke vom Anfangselement des Minuend zu dem des Subtrahend. 41 
Setzt man in der letzten Formel a und ß identisch , so erhält man 

[**) — t«r] — [*r] 

d. h. gleich Null. Ferner ist vermöge des Begriffs des Negativen*) 

( - [«/»]) - O - [aß] - [ßß] - [aß] - \ßa] 
d. h. die Strecke [ßa], welche einer andern [aß] ihrem Begriff nach 
(§ 18) entgegengesetzt ist. erscheint auch in ihrer Beziehung zur 

■ 

Addition und Subtraktion als die entgegengesetzte Grösse zu jener. 
Da nun endlich a -f- ( — b) — a — b ist, so hat man, wenn ay und 
yß im entgegengesetzten Sinne erzeugt sind 

t«y] + [Yß] - [«/] + (- Ißr)) - M - m - [«0 

d. h. auch wenn die beiden Strecken im entgegengesetzten Sinne 
erzeugt sind , ist ihre Summe die Strecke vom Anfangselement der 
ersten zum Endelement der zweiten an sie stetig angelegten. Und 
wir können also, dies Resultat mit dem obigen zusammenfassend, 
sagen: 

„Wenn man zwei gleichartige Strecken stetig, d. h. so verknüpft, 

dass das Endelement der ersten Anfangselement der zweiten 

wird , so ist die Strecke vom Anfangselement der ersten zum 

Endelement der letzten die Summe beider ; u 

und indem sie so als Summe bezeichnet ist, so soll darin ausgedrückt 

liegen, dass alle Gesetze der Addition und Subtraktion für diese Ver- 

knüpfungBweise gelten. Noch will ich hieran eine Folgerung schliessen, 

die für die Weiterentwickelung fruchtreich ist, nämlich dass, wenn 

die Gränzelemente einer Strecke in demselben System sich beide um 

*) Vergleiche hier übereil § 7. 
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eine gleiche Strecke ändern, dann die zwischen den neuen Gränzele- 
menten liegende Strecke der enteren gleich ist. In der That, et eei 
[aß] die ursprüngliche Strecke (vergl. Fig. 3) und [ad] — [ßß] , so 
ist su zeigen, dass, wenn alle genannten Elemente demselben System 
angehören , [aß] — [aß] sei. Es ist aber [aß] -= [da] -|~ [aß] -f- 
[ßß] , nach der Definition der Summe, und da [da] *» — [ad] «= — 
[ßß] ist , so hebt sich [da] und [ßß] bei der Addition , und es ist 
wirklich [aß] — [aß]. 

§ 16. Nehme ich nun, um zu den Verknüpfungen verschieden* 
artiger Strecken zu gelangen, zunächst zwei verschiedenartige Grund* 
änderungen an, und lasse ein Element die erste Grundänderung (oder 
deren entgegengesetzte) beliebig fortsetzen und dann das so geänderte 
Element in der zweiten Aenderungsweise gleichfalls beliebig fort- 
schreiten , so werde ich dadurch aus einem Element eine unendliche 
Menge neuer Elemente erzeugen können , und die Gesammtheit der 
so erzeugbaren Elemente nenne ich ein System zweiter Stufe. 
Nehme ich dann ferner eine dritte Grundänderung an , welche von 
jenem Anfangselemente aus nicht wieder zu einem Elemente dieses 
Systems zweiter Stufe führt , und welche ich deshalb als von jenen 
beiden ersten unabhängig bezeichne, und lasse ein beliebiges Ele- 
ment jenes Systems zweiter Stufe, diese dritte Aenderung (oder deren 
entgegensetzte) beliebig fortsetzen , so wird die Gesammtheit der so 
erzeugbaren Elemente ein System dritter Stufe bilden ; und da dieser 
Erzeugungsweise dem Begriffe nach keine Schranke gesetzt ist, so 
werde ich auf diese Weise zu Systemen beliebig hoher Stufen fort- 
schreiten können. Hierbei ist es wichtig festzuhalten , dass alle auf 
diese Weise erzeugten Elemente, nicht als anderweitig schon ge- 
gebene*) aufgefasst werden dürfen, sondern als ursprünglich erzeugt, 
und dass sie daher alle , sofern sie ursprünglich durch verschiedene 
Aenderungen erzeugt sind, auch ihrem Begriffe nach als verschiedene 
erscheinen. Dagegen ist wiederum klar, dass, nachdem die Elemente 
einmal erzeugt sind, sie von da ab als gegebene erscheinen, und über 
ihre Verschiedenheit oder Identität nicht anders entschieden werden 
kann, als wenn man auf die ursprüngliche Erzeugung zurückgeht. 



*) Wie etwa in der Raumlehre alle Punkte schon dnrch den vorausge- 
setzten Baum ursprünglich gegeben sind. 
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Ehe ich nun zu unserer Aufgabe, nämlich zur Verknüpfung der 
verschiedenen Aenderungsweisen, übergehe, will ich der Anschauung 
durch geometrische Betrachtungen zu Hülfe kommen. Es ist nänv 
lieh klar , dass das System zweiter Stufe der Ebene entspricht , und 
die Ebene dadurch erzeugt gedacht wird , dass alle Punkte einer ge- 
raden Linie nach einer neuen in ihr nicht enthaltenen Richtung (oder 
nach der entgegengesetzten) sich fortbewegen , wobei dann eben die 
Gesammtheit der so erzeugbaren Punkte die unendliche Ebene bildet. 
Es erscheint somit die Ebene als eine Gesammtheit von ParaHelen, 
welche alle eine gegebene Gerade durchschneiden ; und es ist ersicht- 
lich, dass, da diese Parallelen sich nicht schneiden, und auch die ur- 
sprüngliche Gerade nicht noch ein zweitesmal treffen , alle auf jene 
Weise erzeugten Punkte von einander verschieden sind und somit die 
Analogie eine vollständige ist. Ebenso gelangt man zu dem ganzen 
unendlichen Räume , als dem Systeme dritter Stufe , wenn man die 
Punkte der Ebene nach einer neuen , nicht in der Ebene liegenden 
Richtung (oder der entgegengesetzten) fortbewegt ; und weiter kann 
die Geometrie nicht fortschreiten, während die abstrakte Wissen* 
schaft keine Gränze kennt. 

§ 17. Lasse ich nun, um zu unserer Aufgabe zurückzukehren, 
ein Element sich zuerst um eine Strecke a ändern , und dann das 
so geänderte Element um die Strecke b , so ist das Gesammtresul- 
tat beider Aenderungen zugleich als Resultat Einer Aenderung 
aufzufassen , welehe die Verknüpfung jener beiden ersten ist , und 
welche , wenn beide Strecken gleichartig waren , als deren Summe 
erschien (§ 15). Hier können wir diese Verknüpfungsweise vor- 
läufig mit dem allgemeinen Verknüpfungszeichen ~ bezeichnen. 
Aus diesem Begriffe geht sogleich , da der Act des Zusammenfassen« 
den Zustand des Elementes nicht ändert, das Gesetz hervor, dass 

(a* b) ~ c ■=» a~ (b ~ c) 
ist. Hingegen um auch zur Vertauschbarkeit der Glieder zu ge- 
langen , ist noch eine Lücke in der Begriffsbestimmung auszufüllen. 
Betrachten wir nämlich die Erzeugungsweise eines Systems höherer 
(m-ter) Stufe, wie wir solche im vorigen § dargestellt haben, so 
war dort eine bestimmte Reihenfolge der m Aenderungsweisen, 
durch die jenes System erzeugt wurde , angenommen , und die Ele- 
mente des Systems wurden erzeugt , wenn das Anfangselement die 
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verschiedenen Aendenmgsweisen in der bestimmten Seihenfolge 
fortschreitend einging, so dass jedes Element, welches durch eine 
Reihe von Aenderongen entstanden war , nur entweder seine letzte 
Aendernng fortsetzte, oder eine der folgenden Aendenmgsweisen, 
aber keine der früheren annahm. Sind daher a und b zwei Strecken, 
von denen a einer früheren , b einer späteren von den Aendenmgs- 
weisen angehört, so wird ein Element bei der Erzeugung des Systems 
zwar an die Aendernng a die Aendernng b anschliessen können, aber 
nicht umgekehrt; d. h. es wird dabei die Verknüpfung a~b vor- 
kommen, aber nicht die b ~ a. Aber obgleich die letztere Verknüpfung 
durch die Erzeugung des Systems nicht ihrem Begriffe nach be- 
stimmt werden kann , so muss sie doch an sich möglich sein. Somit 
zeigt sich hier die besprochene Lücke. Um dieselbe näher zu über- 
sehen sei [a/9]*) gleich a, [/?^]t=[ad] — b, so ist die Aendernng 
[aß] gleich a~b; es ist aber [aß] auch gleich [ac]«[djj], d. h. 
gleich b~[dß]. Sollten also die Glieder vertauschbar, d. h. a~b™ 
b-a sein, so mtisste [dß]*=*[aß] sein. Hierüber lässt sich nun aus 
dem Bisherigen nichts entscheiden; denn alles, was wir über das 
System und dessen Elemente aussagen können , muss , da das ganze 
System auf keine andere Weise , als nur durch seine Erzeugung ge- 
geben ist , aus dieser Erzeugungsweise hervorgehen« Da nun aber 
in dieser nichts von einer solchen Aendernng aß vorkommt , so sind 
wir befugt und gedrungen, eine neue Begriffsbestimmung über solche 
Aenderungen zu geben , und die Analogie mit dem Früheren führt 
uns noth wendig dazu , in dem Umfange , in welchem wir zu einer 
neuen Begriffsbestimmung befugt sind , aß und aß gleich zu setzen. 
Diese Gleichsetzung vollziehen wir aber erst auf bestimmte Weise, 
wenn wir den Umfang jener Befugniss ausgemittelt haben. Zu dem 
Ende betrachten wir 2 gleiche Strecken : 

deren Gränzelemente einer der späteren Aenderungen b , aber alle 
derselben unterworfen werden und dadurch in d, ß, y , <T über- 
gehen, so dass 

[«•l-WI-brl-W-b 



*) Zur Erläuterung kann Fig. 4 dienen. 
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ist. Da nun [da] =» [y'y] ■= ( — b) ist , so hat man für die Aende- 
rungen [dß>] und [y <T] die Gleichungen : 

[dp] — [da]~[aß\-\ß{T\ — ( — b)*a~b 

[y^]-[yV]-M-[^]-(-b)^a.b ; 

also sind beide Aenderungen einander gleich. Also wenn zwei Ele- 
mentenpaaren durch gleiche Aenderung auseinander erzeugbar sind, 
und man unterwirft alle vier Elemente einer neuen, aber alle derselben 
Aenderung , so werden auch die daraus hervorgehenden Elementen- 
paare durch gleiche Aenderungen auseinander erzeugbar sein. Da 
nun dies Gesetz auch noch bestehen bleibt , wenn [aß] eine Grund- 
änderung darstellt, so folgt hieraas nicht nur, dass eine Strecke, wenn 
sich ihre Elemente alle um gleich viel ändern , wieder eine Strecke 
bleibt , sondern auch dass , wenn nur für die Grundänderung gezeigt 
ist, dass sie bei jener Fortschreitung der Strecke gleich bleibt, 
dasselbe dann auch für die ganze Strecke gilt. Damit ist der Umfang 
der oben angedeuteten Befugniss gegeben, und wir setzen daher fest, 
dass , wenn in einem Systeme m-ter Stufe eine Strecke, welche einer 
der früheren von den m Aenderungsweisen, die das System bestimmen, 
angehört, einer der späteren Aenderungsweisen unterworfen wird, 
und zwar alle Elemente derselben Aenderungsweise , dann die ent- 
sprechenden Grundänderungen in der ursprünglichen und der 
durch jene Aenderung entstandenen Strecke einander gleich genannt 
werden sollen , hingegen ungleich, wenn die Elemente verschiedenen 
Aenderungen unterworfen sind*). Daraus folgt dann, vermöge des 
vorhergehenden Satzes, dass diese Gleichheit (und Ungleichheit) 
unter denselben Umständen auch für die Strecken selbst fortbesteht ; 
und wir gelangen also zu dem Satze : Wenn man eine Strecke, welche 
einer der m ursprünglichen Aenderungsweisen des Systems ange- 
hört, Aenderungen unterwirft, welche gleichfalls jenen Aenderungs- 
weisen angehören, und zwar alle Elemente denselben Aenderungen, so 
ist die durch jene Aenderung entstandene Strecke der ursprünglichen 



*) Die Deduktion, durch die wir zu dieser Definition der gleichem 
Aenderung überleiteten, gehört derjenigen Entwickelungsreihe (Einleit. 
Nr. 16) an, die die Uebersicht geben soll. Für die rein mathematische Ent- 
wickelungsreihe erscheint dieselbe , wie überhaupt jede Definition , als rein 
willkührlich. 
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gleich. Dass wir nämlich hier auch den Unterschied zwischen früheren 
und späteren Aenderungsweisen fallen lassen können , ergiebt sich 
leicht aus der Gegenseitigkeit der Beziehung ; denn wenn vorausge- 
setzt wird, dass [aß] gleich oder ungleich [aßf] ist, je nachdem [aa'J 
gleich \ßß] ist oder nicht, so sind auch umgekehrt die letzteren 
Ausdrücke gleich oder ungleich , je nachdem die ersteren es sind, 
wie sogleich durch die Methode des indirecten Schlusses sich er- 
giebt. Wenn also die durch eine frühere Aenderung erzeugte Strecke 
einer späteren Aenderung unterworfen, sich gleich bleibt, so bleibt 
auch die durch eine spätere erzeugte der früheren unterworfen, 
sich gleich; und daraus folgt der Satz in der oben gegebenen 
Fassung. Nun hatten wir schon oben gezeigt , dass unter Voraus- 
setzung dieses Satzes a~b = b-a sei; und wir haben somit für die m 
Aenderungsweisen, die das System bestimmen , allgemein die Gesetze 

(a~b)~cs»a~(b~c), und 

a~b ^b*a; 
also ist diese Verknüpfung eine einfache; aber auch die entsprechende 
analytische Verknüpfung eine eindeutige ; denn wenn ich das eine 
Glied der synthetischen Verknüpfung , etwa das erste , unverändert 
lasse, das andere aber verändere, indem ich das Endelement des 
zweiten Gliedes entweder einer anderen Aenderungsweise unterwerfe, 
oder es in derselben Aenderungsweise vor oder zurückschreiten 
lasse, so verändert sich das zuletzt resultirende Element, welches 
zugleich das Endelement für das Ergebniss der Verknüpfung ist, 
also verändert sich dies Ergebniss ; und hieraus folgt dann nach der 
bekannten Schlussweise (vergl. § 6) die Eindeutigkeit der analy- 
tischen Verknüpfung. Daraus ergiebt sich nach § 6, dass die 
angezeigten Verknüpfungen als Addition und Subtraktion zu be- 
zeichnen sind, und alle Gesetze der Addition und Subtraktion für 
sie gelten. Da nun endlich dieselben Verknüpfungsgesetze , welche 
für die m ursprünglichen Aenderungsarten gelten, auch nach den 
Gesetzen der Addition und Subtraktion für deren Verknüpfungen 
bestehen bleiben, so können wir die Resultate der bisherigen Ent- 
wicklung in dem folgenden höchst einfachen Satze zusammen- 
fassen: „Wenn [aß] und \ßy] beliebige Aenderungen darstellen, 
so ist [ay] «s [ajS] -f- [ßy]- u Indem wir nämlich diese Verknüpfung 
als Addition bezeichnen, so sagen wir damit die Geltung aller 
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Addition«- und Bubtraktionsgesetze , wie wir sie in § 3 — 7 darge- 
stellt haben, ans*). 

§ 18. In der Entwickelung des letzten § hatten wir die durch 
Verknüpfung hervorgehenden Aendernngen nur betrachtet in Besag 
«uf ihr Anfangs- und End-Element , ohne die Strecke zu betrachte*, 
welche beide verbindet; vielmehr traten als Strecken nur diejenigen 
hervor, welche den ursprünglichen Aenderungsarten des Systems an- 
gehören. Um nun das Fehlende zu ergänzen , haben wir zu zeigen, 
auf welche Weise durch 2 Elemente in einem höheren Systeme die 
sümmtlichen übrigen Elemente bestimmt sind, welche mit diesen 
beiden in Einem Systeme erster Stufe liegen. Zu dem Ende haben 
wir nur auf den Begriff des Systemes erster Stufe zurückzugehen, 
daa8 es nämlich durch Fortsetzung einer sich selbst gleich bleibenden 
Aenderung erzeugt sei. Entsteht nun dadurch, dass ein Element nach 
der Reihe und fortschreitend den Aenderungen a, b, c . . . unterworfen 
wird , welche den ursprünglichen Aenderungsweisen angehören , aus 
einem Elemente cc zuletzt ein anderes /?**), so wird nach dem Begriffe 
des Systemes erster Stufe, auch dasjenige Element demselben Systeme 
erster Stufe angehören müssen , welches aus ß durch dieselben Aen- 
derungen a, b, c . . . hervorgeht und so fort ; ja auch rückwärts wird 
man von a aus durch die entgegengesetzten Aenderungen fortschreiten 
können und immer noch zu Elementen gelangen, die demselben 
System erster Stufe angehören , aber nach der negativen Seite bin 
liegen , wenn die entere als die positive gefasst wird. Es entstehen 
also die Elemente der positiven Seite aus dem Element a dadurch, 
dass dies wiederholt und fortschreitend derselben Reihe der Aenderun- 
gen a , b, c . . . unterworfen wird. Da wir nun, wie im vorigen § be- 
wiesen wurde, die fortschreitenden Aenderungen beliebig vertauschen 
und zusammenfassen können , so können wir auch hier die gleichen 
Aenderungen zusammenordnen und zusammenfassen, und gelangen so 

i 

*) Ich kann es nicht dringend genug anempfehlen , dass man die Ent- 
wickelnng überall , und namentlich die hier geführte, welche tau den schwie- 
rigsten in unserer Wissenschaft gehört , durch die entsprechenden geott*» 
trisehen Konstructionen sich veranschauliche. Um den Gang der Entwiche» 
lnng nicht zu unterbrechen , habe ich diese Uebertragnng auf die Geometrie 
hier nicht vornehmen mögen ; überdies liegt sie überall auf der Hand (s . Fig. 5). 

**) Vergleiche Fig. 17, wo es für zwei Aendernngen a, b bildlich dar- 
gestellt ist. 
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zu einer neuen Konstruktion jener Elementenreihe , die wir jetzt an- 
schaulicher darlegen wollen. Wenn man nämlich das Element a 
einsein den Aendernngen a, b, c... unterwirft, so entstehen m 
Elemente , die wir einander entsprechend setzen können ; wenn man 
jedes Ton diesen wieder derselben Aenderung unterwirft , die es Yor- 
ker erfuhr , so erhält man m neue einander entsprechende Elemente, 
und so fort ; betrachten wir nun die entsprechenden Elemente einer 
jeden solchen Gruppe von m Elementen als Endelemente von m 
Strecken, welche alle et zum Anfangselemente haben, und welche wir 
gleichfalls einander entsprechend setsen , so erhalten wir dieselben 
Elemente, die wir vorher gewannen, wenn wir a um die entsprechen- 
den Strecken einer jeden Gruppe fortschreitend Andern , und es ent- 
spricht auf diese Weise jeder solchen Gruppe von einander entspre- 
chenden Elementen in dem neuen System erster Stufe ein Element, 
welches durch eine Aenderung hervorgeht, die die Summe ist aus 
den durch jene Strecken dargestellten Aendernngen. Sind nun bei 
den angegebenen Konstruktionen die Aendernngen a, b, e . . . Grund- 
änderungen , welche also unmittelbar von einem Elemente zum an- 
grinsenden überfahren, so erhält man auch (wenn man dasselbe 
Verfahren zugleich nach der negativen Seite hin anwendet) das 
ganze System erster Stufe vollständig. Es ist nun zu zeigen , dass 
man auf diese Weise durch zwei Elemente des höheren Systems 
allemal ein System erster Stufe legen kann, aber auch jedesmal 
nur eins. Es seien die beiden Elemente des Systems a und ß, so 
ist schon bei der Erzeugungsweise des System geseigt , dass ß aus 
« immer durch die m Aenderungsweisen des Systems und zwar bei 
gegebener Folge nur auf Eine Art erzeugbar ist ; es seien a, b, e . . . 
diese Aendernngen ; es kommt nun zunächst darauf an , zu zeigen, 
dass man für diese Strecken stets solche einander entsprechende 
Ghrundänderungen annehmen kann, dass a, b, e... entsprechende 
Strecken werden, und also nach der so eben angegebenen Kon- 
struktion ß ein Element des durch diese entsprechenden Grund* 
Änderungen erzeugten Systems erster Stufe wird. Betrachte ich 
zuerst zwei Strecken a und b , deren jede durch Fortsetzung der- 
selben Grundänderung entstanden ist, so können zuerst, da die 
Chnadänderungen nach dem Begriff des Stetigen keine an sich 
fixirte Grösse haben, beliebige Grundänderungen in beiden als 
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entsprechende angenommen werden. Läset man nun , während die 
eine Grnndändernng und die dadurch erzeugte Strecke a dieselbe 
bleibt, die andere Grundänderung wachsen oder abnehmen, ho 
wird auch die dadurch erzeugte und der Strecke a entsprechende 
Strecke b wachsen oder abnehmen, und awar wenn die Grund- 
änderung stetig wächst oder abnimmt, so wird auch die Strecke b 
stetig wachsen oder abnehmen , wie dies unmittelbar im Begriff des 
Stetigen liegt, somit wird, wenn die Grundänderung für b beliebig 
angenommen werden kann, auch die der Strecke a entsprechende 
b jede gegebene Grosse annehmen können; und dasselbe gilt von 
jeder andern Strecke c u. s. w. , so dass also in der That auch für 
die oben angegebenen Strecken a , b , c . . . solche Grundänderungen 
angenommen werden können, dass jene Strecken als entsprechende 
erscheinen, und also das Element ß als ein Element des durch 
diese Grundänderungen erzeugten Systeme« erster Stufe dargestellt 
ist. Bast nun auch durch a und ß nur Ein System erster Stufe 
gelegt werden kann, liegt schon in dem obigen Beweise. Ein anderes 
System erster Stufe konnte nämlich nur entstehen, wenn die der 
Chrundändarung in a entsprechenden Grundänderungen der andern 
Strecken b , c . . . anders angenommen wurden , allein dann wurden 
auch die der Strecke a entsprechenden andern Strecken, wie wir 
vorher zeigten, anders ausfallen, also würde auch nicht mehr von a 
aas das Element ß erzeugt werden. Nachdem wir nun geneigt 
haben , wie in der That durch je zwei Elemente ein , aber auch nur 
Ein System erster Stufe gelegt werden kann, so ist nun der im An- 
nage dieses § angedeutete Mangel aufgehoben , indem jetzt für die 
Strecke , die als Summe zweier Strecken erscheinen soll , nicht mehr 
bles Anfangs* und Endeksneat bestimmt ist, sondern die gaaae 
Strecke in allen ihren Elementen. Der Begriff der Suuone ist daher 
nicht nur für die Aanderuagcn, sondern auch für die Strecken selbst 
bestimmt; sind nämlich [o£], [ßy] y [or] die nach dem so eben ent- 
wickelten Prineip erzeugten Strecken , so hat man noch immer aU- 

_ • 

M -[«/*} + (Ar] ib- 

„Wenn man zwei oder mehrere Strecken stetig aaeiaaad 

if bliest, so ist die Strecke vom Anfangsei ssaeat dar 

Endelesaeat der letzten die Summe derselben.* 
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Wenden wir auf den Begriff der Abhängigkeit, wie wir ihn in § 16 
darstellten , diesen Begriff der Summe an , so ergiebt sieh, dass eine 
Aendenmgsweise von andern abhängig sei, wenn sich die der enteren 
angehttrigen Strecken als Summen von Strecken darstellen lassen, 
welche den letzteren angehören , hingegen wenn dies nicht möglich 
ist, sie von ihnen unabhängig sei. 

§ 19. Wir haben bisher den Begriff der Summe der Strecken 
abhängig gemacht von der besonderen Erzeugungsweise des ganzen 
Systems, indem, wenn Anfangs- und Endelement der Summe durch 
stetiges Aneinanderschliessen der Strecken gegeben war, nun die 
zwischen beiden liegende Strecke, als Theil eines Systems erster 
Stufe, durch die m ursprünglichen Aenderungsweisen des ganzen 
Systemes fconstruirt wurde. Diese Abhängigkeit haben wir noch 
schliesslich aufzuheben. Wir haben schon oben (§ 18) gezeigt, 
dass , wenn mehrere Strecken auf entsprechende Weise erzeugt sind, 
dann nicht nur jedem Element und jedem Theil der einen ein 
Element und ein Theil in jeder der andern entspricht, sondern 
auch die Summe auf dieselbe Weise entsprechend erzeugt ist, 
nämlich so, dass die Summe der entsprechenden Theile jedesmal 
diesen Theilen entspricht. Hat man nun zwei beliebige Strecken 
des Systemes, nämlich p t und pg, und es sind beide als Summen von 
Strecken dargestellt, welche den ursprunglichen Aenderungsarten des 
ganzen Systemes angehören, nämlich 

p 2 a <4 -f-b f -f-..., 
so dass man hat 

Pi + Pi — (*i + «*) + 0>i + **) • • •> 

und sind ferner <K|, 04, ß i7 ß f entsprechende Theile der Strecken 

*i> *s> hf, bj . . . . , also auch (a t -+- a s ), (ß t -f- /?,)... in demsel- 
ben Sinne entsprechende Theile von (aj -j- aj), (b t -{- bj) , so wird 
nach dem vorigen § jeder Theil der Summe (p t -|- p,) , als Summe 
der entsprechenden Theile gewonnen, d. h. also ein solcher ist jedes- 
mal gleich 

(«i + «s) + (A +&)+•••• 

d. h. -=(04 +A +•••) + («» + Ä + ) 

wo das erste Glied einen Theil von p t , das zweite den entsprechen- 
den von pi darstellt. Also wird jedes Element der Summe (pi -f~Pi) 
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dadurch erzeugt , dass man das Anfangselement derselben um jeden 
beliebigen Theil von pj und dann um den entsprechenden von p§ 
ändert. Somit können wir das allgemeine Besultat aufstellen: 
„Wenn zwei Strecken gegeben sind , und man ändert ein beliebiges 
Element um einen Theil der ersten , und dann (fortschreitend) um 
den entsprechenden Theil der zweiten, so bildet die Gesammtheit 
der so erzeugbaren Elemente die Summe jener beiden Strecken. 11 
Nachdem wir nun den Begriff der Summe der Strecken in seiner 
Allgemeinheit und Unabhängigkeit aufgestellt haben, wollen wir 
noch einen Satz , den wir früher in specieller Form erwiesen hatten, 
jetzt in allgemeinerer Form darstellen, nämlich 

„Wenn alle Elemente einer Strecke sich um gleich viel än- 
dern, so bleibt die so hervorgehende Strecke der entere* 
gleich." 
Baas dadurch wieder eine Strecke entsteht, ist schon in § 18 gezeigt, 
dass sie der ersteren gleich sei , folgt durch dieselben Formeln wie 
in § 15 am Schlüsse, Nämlich ist [aß] die ursprungliche Strecke, 
und [<*<*'] — • [ßff] 9 so ist 

[aß] - [*'«] + [afl + \ßß] - [aß\, 
da sich nämlich da und ßß> als entgegengesetzte Grössen bei der 
Addition aufheben. 

§ 20. Durch die im vorigen § geführte Entwicklung ist die 
selbständige Darstellung der Systeme höherer Stufen vorbereitet« 
Nämlich es waren diese bisher als abhängig von gewissen zu Grunde 
gelegten Aenderungsweisen dargestellt, durch welche sie eben er- 
zeugt wurden. Diese Abhängigkeit können wir in so fem aufheben, 
als wir zeigen können , dass dasselbe System m-ter ßtufe durch je 
m Aenderungsweisen erzeugbar sei, welche demselben angehören, 
und welche von einander unabhängig sind (in dem Sinne von § 16), 
d. h. von keinem System niederer Stufe (als der m-ten) umfasst 
werden. Ich will zuerst zeigen, dass, wenn das System durch 
irgend welche m Aenderungsweisen erzeugbar ist, ich dann statt 
jeder beliebigen derselben eine neue von den (m — 1) übrigen un* 
abhängige demselben System m-ter Stufe angehörige Aenderungs- 
weise (p) einfuhren, und durch diese in Verbindung mit den (m — 1) 
übrigen das gegebene System erzeugen kann. Da nach der Vor* 
aussetzung p dem gegebenen Systeme m-ter Stufe angehört, so 
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wird es sich (§ 18) darstellen lassen als Summe von Strecken) die 
den ursprünglichen Aenderungsweisen angehören, d. h. 

p — a-t-b-j-c-f- .... 
gesetzt werden können, wenn a, b, c, . • . den ursprünglichen Aen- 
derungsweisen angehören. Wenn nun a die Aenderungsweise dar- 
stellt, für welche p eingeführt werden soll, so muss p von den 
übrigen b, c, . • • ., wie wir voraussetzten, unabhängig sein, d. h. a 
darf nicht gleich null sein, während hingegen Ton den übrigen 
Stücken jedes null sein darf. Ich habe nun zu zeigen , dass jedes 
Element des durch p, b, c, .... erzeugten Systemes auch dem 
durch a, b, c . . . . erzeugten angehöre und umgekehrt, sobald beide 
von demselben AnfangBelemente ans erzeugt sind. Das erste ist 
unmittelbar klar , da p dem durch a , b , c erzeugten Systeme an- 
gehört, das zweite bedarf eines ausführlicheren Beweises. Ein 
jedes Element des durch a , b , c . . . . von irgend einem Anfangs- 
element aus erzeugten Systemes kann durch eine Aenderung 

q aBBÄ i + b 1 + c 1 + 

woa,, b a , Cj . . . mit a , b , c , . . . beziehlich gleichartig sind, aus 
dem Anfangselemente erzeugt werden. Um nun hierin statt % die 
Grösse p oder eine ihr gleichartige einfuhren zu können, nehme 
man für den Augenblick die Grössen p, a, b, c .... als entsprechende 
an , und in demselben Sinne mögen pt, %, b|, «H . . . . einander ent- 
sprechen, so wird, da 

p«»a-{-b-|-c-J-. . • • 
ist, auch nach § 18 dieselbe Gleichung für die entsprechenden Strecken 
gelten, also 

Pl= Ä i+ b i+ c i + ' • • • 
sein, somit auch 

SH^pt — b| — Ci — .... 
Und dies statt a 1 substituirt, hat man 

q — Pi + (bf — bi) + (cg — ct)-f- 

d. h. das fragliche Element ist aus dem Anfangselement durch 
Aenderungen, die mit p, b, c . . . gleichartig sind, erzeugbar, d. h. 
gehört dem durch p, b, c, ... aus demselben Anfangselement er* 
zeugten Systeme an. Es ist also die Identität beider Systeme be- 
wiesen, und gezeigt, dass man statt jeder beliebigen der m das 
System ursprünglich erzeugenden Aenderungsweisen , jede beliebige 
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Oistems m-ter Stare kann als Summe von 



des Systems angehören, dargestellt werden, aber aneb 
aar anfeine Art.* 
Ef ist somit das System samlmlngig gemaebt ron der Auswahl der 
m unabhängigen Aenderu ngs weisen , wir baben es noeb vom An- 
fsiigneleuienu unabhängig an machen. Es sei das ursprün glich an- 
genotnniene AafangBelement et . man macbe statt dessen ein anderes 
Element des Systems ß um Anfang selciuent. Ist nun T irgend ein 
drittes Element, so bat man 

8ind mm [ßa] and [err] dareb die angenommenen Aendemngsweisen 
önrffteQbar , so wird es aneb \ftf\ als ihre Summe sein , d. b. jedes 
Element, was dareb die angenommenen Aenderangi w i iaua ans a er- 
aeugber ist. ist aneb dareb dieselben ans jedem andern Elemente er- 
aeagbar: also: 

•Jedes System m-ter Stare kann ei sengt gedarbt werden 
durch je m unabhängige Aenderun gs n eisen desselben ans jedem 
beliebigen Element desselben. d. h. ans Einem soleben Ele- 
mente können aOe übrigen dnreh jene Ae n de mn gsweisen er- 
zengt werden. 8 
Hierdnreh ist mm das System näherer Stufe ab für sieh bestellende» 
eigentümliches Gebilde dargelegt. 

§ 21. Ich schreite nun an den Anwendungen und zwar zu- 
nächst auf die Geometrie, will jedoch anror versuchen, einen rein 
wissenschaftlichen Anfang fnr die Geometrie salbst und zwar un- 
abhängig von u nse rer W is s en s ch aft wenigstens andeutungsweise zu 
entwerten, um so die ü ebet e in sthuanung und Abweichung in dem 
Gange beider Diseipfinen desto besser zu übersehen. leb behaupte 
nämlich, da» die Qeosnetrie noch immer eines wissenschaftlichen 
Anfangs entbehre, und dsas die Grundlage für das ganze Geblude 
dar Geometrie bisher an einem Gebrechen leide, welches einen 
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gänzlichen Umbau desselben nothwendig mache. Wenn ich eine 
solche Behauptung aufstelle, welche den durch Jahrtausende ge- 
heiligten Bau umzustürzen droht, so darf ich das nicht, ohne dieselbe 
durch die entscheidendsten Gründe zu belegen. Das Gebrechen, 
dessen Vorhandensein ich nachweisen will, ist am leichtesten am 
Begriffe der Ebene zu erkennen. Wie dieselbe in den mir bekannt 
gewordenen Bearbeitungen der Geometrie definirt wird, so liegt 
dabei die Voraussetzung zu Grunde, dass eine gerade Linie, welche 
zwei Punkte mit der Ebene gemeinschaftlich habe , ganz in dieselbe 
falle ; sei es nun , dass man dies stillschweigend annehme *) , oder 
in die Definition der Ebene hineinlege , oder endlich als besonderen 
Grundsatz aufstelle. Das erstere zeigt sich sogleich als unwissen- 
schaftlich, das zweite kann aber, wie ich sogleich zeigen werde, 
eben so wenig auf Wissenschaftlichkeit Anspruch machen. Denn 
es- ist klar, dass die Ebene schon bestimmt ist, sei es als Ge- 
sammtheit der Parallelen, welche von einer Geraden nach einer 
nicht in derselben enthaltenen Richtung gezogen werden können, 
sei es als Gesammtheit der Geraden, welche von einem Punkt an 
eine Gerade gezogen werden können. Bleiben wir nun z. B. bei 
der ersten Bestimmung stehen , so ist klar , wie nun erst erwiesen 
werden muss, dass jede gerade Linie, welche zwei dieser Parallelen 
schneidet, auch die s&mmtlichen übrigen schneiden müsse, ein 
Satz, welcher nicht ohne eine Beihe von Hülfssätzen erwiesen 
werden kann. Definirt man nun die Ebene etwa als Fläche, welche 
alle geraden Linien, die zwei Punkte mit ihr gemeinschaftlich haben, 
vollständig enthält , so leuchtet ein , wie man dadurch den vorher 
ausgesprochenen Satz, unter dieser Definition versteckt, in das 
Gebiet der Geometrie einschmuggelt; und eben so wenig, als es 
sich irgend ein Mathematiker gefallen lassen würde , wenn man den 
Beweis des Satzes , dass in Parallelogrammen die gegenüberstehen- 
den Seiten gleich lang sind , dadurch vermeiden wollte , dass man 
das Parallelogramm als Viereck, dessen gegenüberliegende Seiten 
gleich und parallel sind , definirte ; eben so wenig darf man es sich 
gefallen lassen , wenn der oben angeführte Satz durch eine solche 
Definition der Ebene unrechtmässiger Weise in die Geometrie ein- 



*) So Euklid. 
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geJfehrt ward. Es bliebe also, wenn man bei dem bisherige« Gange 
der Geometrie verharren welke, nur uhrig, jene* Sota au esnesa 
Orandcatas s^manetemneln. Allein wenn ein Grundsata vermieden 
Verden kann, ohne dass ein netter eingeführt au werden bratocht, 
se *na*s dies geschehen , atod wenn -es eine gänaliehe Utagestaltua*; 
der ganzen Wissenschaft herbeiführen sollte, weil durch ein solches 
Vermeiden die Wissenschaft nothwendig ihrem Wesen nach an 
lärfeehheet £ewinai. Gehen wir nun von diesen {jrebreehen aus, 
was war nachgewiesen au haben h sd fo n*), weiter aurttck, um die 
Ursachen denselben eufawimden, se liegen diese in der mangel- 
haften Auffassung der geometrischen Grundsätze. Zuerst tauss ea 
aj«iallen , wie neben wirkliehen Gkundsätaen , welohe geometrische 
Ansohauungen anssiagen , häufig unser demselben Namen ganz ab- 
strakte Sasse aufgeführt werden, wie: „eind zwei Grössen einer 
dritten gleich, so sind sie selbst einander gleich/ und welche, 
wenn man einmal unter Grundsataea vorausgesetzte Wa h rh e iten 
v«rstelit , gar nicht diesen Namen verdienen. In der That glaube 
ick eben (§ 1.) nachgewiesen zu haben, daes der so eben aagefishrtn 
abstrakte Sets nur den Begriff des Gleichen ausdrucke, und rhwneaha 
gilt amch von den uhrigen abstrakten Sätzen, welche im wesent» 
Hohen easauf hinauslaufen , dass dos ans dem Gleichen auf dieanibe 
Weise Btopeugte seibat gleich sei. Von dienern Vorwurfe der 
Vermischung -Von Grundsätzen mit vorausgesetaten Begriffen bkibt 
indessen Euklid seihst frei, welcher die erstem mit unter seine 
Forderungen (atatyucnra) aufnahm, während er die letaleren als 
allgemeine Begriffe (neural Mwo$m$) aussonderte, ein Verfahren, 
welches schon von schien Ko mme nt a toren nicht mehr verstanden 
wurde, und auch bei neueren Mathematikern zum Schaden der 
Wissenschaft wenig Nachahmung {»fanden hat« In der That 
kennen die abstrakten Disriplieen der Mathematik gar keine 
Grundsätze ; sondern der erste Beweis geschieht in ihnen durch An* 
cmanderketten von Erklärungen, indem von keinem andern Fort* 



*) Es könnte freilich sein« dass es eine Darstellung gebe, die dem ge- 
rügten Mangel vermieden hätte, ohne mir bekannt geworden an sein. Da 
indessen mit einer solchen Darstellung zugleich die Parallelentheorie, dies 
Kreuz der Mathematiker, müsste ins Reine gebracht sein, so konnte ichmit ziem- 
licher Gewissheit annehmen, dass es eine solche Darstellung noeh nicht gebe. 
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acztreitungtgesetse Gebrauch gemacht wind > als von dem allgemein 
logischen , dass nämlich , was von einer Reihe von Dingen in dem 
Sinne « au s g ausja i ist, dass es -ran jedem einzelnen derselben gelten 
teil., endk 'wirklich von jedem einzelnen, was jener Reihe an- 
gehört, ausgesagt werde* kann. Und dies Fortechrertungsgesete, 
wan., wie man sieht, mir ein sieh besinnen ober da«, was man mit 
dem allgemeinen Salme hat sagen weHea, enthalt, als Grundsatz 
as ifi an steilen, wie es in der Logik fiiissbxasjchsweise ^geschieht, wenn 
«e sieht ;gar aast in ihr bewiesen wird., kann keinem Mathematiker 
einteilen. 

$ 8d. In der Geometrie bleiben daher ab Grandaftaze ssar 
übrig diejenigen Wahrheiten, welche »der Anschauung des Raumes 
entnommen sind, &iese iGtomdaätz* werden daher richtig gemest 
sein , wenn sie in ihrer Gesammtheit die wellstandige ifi nrnlhaOanj 
des JUnmiffl geben, cmd auch keiner angestellt wird, der nicht 
diese Anschauung vollenden hülfe. Hier neigt sich man die wahre 
Ursache des mangelhaften Anfanges der Geometrie in ihrer bis- 
herigen Bearbeitung; nämlich theils werden Grundsätze über- 
weiche ursprüngliche Rajumesanschaiiungen ausdrücken, 
d» dann nachher, wo ihne Anwendung erfordert wird, still- 
schweigend vorausgesetzt weiden müssen., iheils wenden Grundsätze 
ausgeste llt, die keine Grundansokaunng des Raumes a uadrt s ckei^ 
und sieh daher bei genauerer Betrachtung Als Überflüssig ergaben, 
and überall gewähren die Grundsätze in ihrer Qeeammtheit da» Um- 
druck eines Aggregats von möglichst klaren Sitzen , weleha feefhnft 
möglichst bequemer Beweisführung zusammengestellt ssnd. — Die 
ArandaMsze der Geometrie, wie wir sie voraussetzen «aasen, sagen 
siefanehr die Grundeigeneehaftan des Raumes ans, wie aie mssever 
Vorstellung ursprünglich mitgegeben sind , nämlich dessen Einfach* 
hau und relative Beschränktheit. — Di» Einfachheit desltaumes 
wird ausgesagt in dem örundsntee: 

„Der Raum ist an allen Orten und nach aalen Riuhtungen gleich 
beschaffen, d. h. an allen Orten und nach allen Richtungen 
können gleiche Konstruktionen vollzogen werden.* 
Dieser Grundsatz zerfkllt schon seinem Ausdruck nach in zwei Grund- 
sätze, von denen der eine die Möglichkeit der Fortbewegung, der 
andere die Möglichkeit der Schwenkung setzt, näiwfoh : 

3* 
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1) „dass eine Gleichheit denkbar ist bei Verschiedenheit des 
Ortes. u 

2) „dass eine Gleichheit denkbar ist bei Verschiedenheit der 
Richtung, und namentlich auch bei entgegengesetzter Richtung/ 

Nennen wir Konstruktionen, welche an verschiedenen Orten gani 
auf dieselbe Weise erfolgen, sich also nur dem Orte nach unter- 
scheiden , gleich und gleichläufig *) , die , welche sich nur dem Orte 
und der Richtung nach unterscheiden, absolut gleich, und insbe- 
sondere die, welche nach entgegengesetzter Richtung auf dieselbe 
Weise, wenn auch an verschiedenen Orten, erfolgen, gleich und gegen- 
läufig oder kurzweg entgegengesetzt , und halten dieselben Benen- 
nungen auch für die Resultate der Konstruktion fest , so können wir 
jene beiden Grundsätze , wenn wir aus dem zweiten noch den par- 
tiellen Satz herausheben, bestimmter so ausdrücken : 

1) „Was durch gleiche und gleichläufige Konstruktionen erfolgt, 
ist wieder gleich und gleichläufig. u 

2) „Was durch entgegengesetzte Konstruktionen erfolgt, ist 
wieder entgegengesetzt. u 

3) „Was durch absolut gleiche Konstruktionen (wenn auch an 
verschiedenen Orten und nach verschiedenen Anfangsrichtun- 
gen) erfolgt, ist wieder absolut gleich." 

Die beiden ersten von diesen drei Grundsätzen bilden die positive 
Voraussetzung für den Theil der Geometrie , der dem ersten unserer 
Wissenschaft entspricht. Die relative Beschränktheit des Räumet 
wird dargestellt durch den Grundsatz : 

„Der Raum ist ein System dritter Stufe. u 
Dem Verständniss desselben müssen Erklärungen und Bestimmungen 
vorangehen, wie wir sie oben in der abstrakten Wissenschaft gegeben 
haben. 

§ 23. Die unmittelbare Evidenz dieser Grundsätze und ihre 
Unentbehrlichkeit bietet sich wohl einem jeden sogleich dar , ohne 
den ersten ist keine gerade Linie, ohne den zweiten keine 



*) Wir schliessen ans hier mehr an die gewöhnliche Auffassungs- 
weise an , indem wir nur dem Begriffe des Parallelen die bestimmteren des 
Gleichläufigen und Gegenläufigen (s. oben) substituiren ; sonst wäre es an- 
gemessener gewesen, hierfür einen einfacheren Ausdruck, wie etwa „voll- 
kommen gleich" einzuführen. 
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Ebene*), ohne den dritten kein Winkel möglich, während der letzte 
den Baum selbst in seiner dreifachen Ausdehnung darstellt, und 
obgleich dieselben in den gewöhnlichen Darstellungen meist über- 
gangen werden , so hält es doch nicht schwer, die Stellen nachzu- 
weisen , wo von demselben stillschweigend Gebrauch gemacht wird. 
Dass dieselben ausreichen für die Geometrie , kann nur vollständig 
aus einander gelegt werden durch Entfaltung der Geometrie selbst 
aus diesem Keime heraus. Wir fahren jedoch hier fort in unserm 
mehr andeutenden als ausführenden Verfahren. Den Satz, dass 
zwischen zwei Punkten nur Eine gerade Linie möglich ist, oder, 
wie ihn Euklid ausdrückt, dass zwei gerade Linien nicht einen 
Baum (%to(>lov) umschliessen können , hier als Grundsatz übergan- 
gen zu sehen , mag auffallen. Doch liegt derselbe in dem richtig 
aufgefaßten ersten Grundsatze , nämlich sollten zwei gerade Linien, 
welche einen P. gemeinschaftlich haben , noch einen zweiten P. ge- 
meinschaftlich haben, so würde der Baum an diesem zweiten Punkt 
anders beschaffen sein, als in den andern, wenn die Linien nicht 
zugleich auch alle andern Punkte gemeinschaftlich hätten, also 
ganz in einander fielen. Sollte dieser Beweis, der sich übrigens 
bei einer wirklichen Ausführung der Wissenschaft viel strenger 
ausnehmen würde, zu sehr ein philosophisches Gepräge zu haben 
seheinen , so mag man den Satz für die mathematische Darstellung 
immerhin als partiellen Grundsatz aufstellen, wenn man sich nur 
seiner Zusammengehörigkeit mit jenem ersten Grundsatze bewusst 
bleibt**). Für die weitere Entwicklung bedienen wir uns hier, 
um zwei Grössen als gleich und gleichläufig zu bezeichnen, eines 
Zeichens (:£]:) , welches aus dem des Gleichen (=) und des Paral- 
lelen ( || ) kombinirt ist. — Wenn nun zwei Strecken AB und BC 
entgegengesetzt sind mit zwei andern DE und EF (vergl. Fig. 6.), 
so dass also 

AB#ED, BC#FE 
ist , so muss nach dem zweiten Grundsatze auch AC entgegengesetzt 
mit DF, d. h. 



*) S. unten. 

**) Ueberhaupt ist die Zerspaltang in möglichst besondere Grundsätte 
der mathematischen Methode eigenthfimlich und förderlich, vergl. auch Ein- 
leit. Nr. 13. 
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sein. Falk als* C auf I>, se mna auch CA auf &F, also A auf I 
fallen, ua* dt* Tier Strecken bilden «in Viereck ABGE. AW: 
„wenn von den vier stetig aach einander beschriebenen Sauft* 
eines Vierecks zwei ernander entgegengeaetat sind, aa sind es auch 
Ate beidem andern*)." Oder wenn ein kda ea igoa c&aniUehes Ger 
bilde , aich selbst parallel bleibend , aa fortschreitet, daaa Ein Punks 
aiaa gerade Linie beschreibt, so bescbraibaa auch aUe übrige* 
Pankte gerade Linien, welche mit dar erateren s^eieMHMtlg and 
gleich sind. Hieraus ergiebt sieh leicht , daaa , wenn awei parallele 
Linien rom einer dritten geschnitten werden r aad man mit dieser 
dritten eine Parallele zieht , welche die eine jener parallelen Linie* 
schneidet, sie aneh die andere schaeidea muas (und aal dieeo 
Weise ein Viereck bildet, ia welchem die gegeattberateaandea 
Seiten gleich lang sind), oder ailgearäner: wen* man eine Ebene 
dadurch erzeugt, dasa man von allen Paukten einer am Grunde 
gelegten geraden Liaie Paralleie siebt ; so wird jede gerade Linie, 
welche von einem Pankte der Ebeae mit der au Grunde gelegte* 
Liaie parallel gesogen wird, ganz in die Ebeae fallen. Nennen 
wir die Bkktung der an Grunde gelegtea Liaie und die der von 
ihr aus gesogenen Parallelen die Grundricfataagea der Ebene, ae 
können wir aagea, dass jede g. L. , welche voa einem P. der Ebene 
aach einer ihrer Grundrichtungen gesogen wird, gana in dieselbe 
falle. Hieraus lässt sich endlich folgern, dass jede gerade Linie, 
welche awei Punkte der Ebeae verbindet, gana in dieselbe seilt* 
Der Beweis kann gana analog der Darstellung in der abstrakten 
Wissensebaft, wie sie ia § 19 gegeben ist, geführt werden. Wen* 
nämlich auch hier aus einem Punkt der Ebene a ein anderer fi 
derselben Ebene , durch die Fortbewegungen a und b , welche de* 
Grundrichtungen angehören, erzeugt wird, so kann man durch 
Wiederholung dieser und der entgegengesetzten Fortbewegungen, 



*) Hierbei ist immer festzuhalten, dass nach dem obigen unter ent- 
gegengesetzten Strecken immer gleiche , aber gegenläufige verstanden sind. 
Der ftats in der Form: „sind in einem Visrecke swei Seiten, parallel und 
gleich, so sind es auch die beiden andern," ist nicht mehr allgemein richtig, 
wenn man auch Vierecke mit sich schneidenden Seiten annimmt. 
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gans eben so wie es in § 19 gezeigt war, eime unendliche Reihe 
von Punkten erzeugen., welche alle in Sinex geraden Linie liegen 
und der gegebenen, Ebene angehören; indem man dann ß an a 
mk stetig ansehliessem käst, erikalt man jene gerade: Linie in 
ihier Vollständigkeit , und indem man endlich den Begriff des Ent- 
sprechenden auf gleiche Weise wie dort anwendet, so kann man 
eine gerade Linie erzeugen, welche zwei beliebige in der Ebene 
gegebene Punkte verbindet und ganz in der Ebene liegt. Da nun 
zwischen zwei Punkten nur Eine gerade Linie möglich ist , so musrf 
auch jede gerade Linie, welche zwei Punkte de* Ebene verbindet, 
mit der vorher zwischen denselben Punkten erzeugten zusammenfalle*, 
also auch ganz in die Ebene fallen. Diese Andeutungen mögen ge- 
nügen, um einen vorläufigen Begriff zu geben von einem wissen- 
schaftlichen Anfange der Geometrie*). 

§ 24. Wir schliessen hieran eine Reihe von geometrischen 
Aufgaben , welche sich durch die in diesem Kapitel gegebene Me- 
thode lösen lassen, und setzen dabei, ohne die Anwendung des 
Zirkels zu gestatten, nur voraus, dass man durch zwei Punkte, 
unter welchen auch ein unendlich entfernter sich befinde» darf^ 
eine gerade Linie, und durch drei Punkte, die nicht in gerader 
Linie, liegen, eine Ebene zu legen vermöge. Indem wir sagen, 
das* im ersten Falle unter den beiden Punkten auch einer unendlich 
entfernt sein* dürfe, so wollen wir damit die Forderung ausdrücken, 
mit einer gegebenen g. L. eine Parallele zu ziehen. Die genannten 
Forderungen sind überhaupt die einzigen , die wir für den Theil der 
Geometrie, welcher dem ersten Theüe unserer Wissenschaft ent- 
spricht, aufstellen**). 



*) Vrgl, zu diesem ganzen Abschnitt (§ 15 — 23) den Anhang I „Uebea 
das Verhältnis s der nicbteukiidischen Geometrie zur Ausdehnungslehre. • 
(1877.) 

**) Man pflegt die Forderung, mit einer gegebenen Linie eine Parallele zu 
ziehen, nicht mit unter die Fosfralate der Geometrie aufzunehmen; allein wir 
haben dieselbe nur anzusehen als einen speciellen Fall der Forderung, zwei F. 
dnreh eineg. L. tu verbinden. WiUmao>dlese Forderung nicht mit aufnehmen, 
so bleibt die Reihe von Sätwn und Aufgaben, welche sieh bloss auf das Ziehe» 
T*a g. L. beschranken, gUnstich unfruchtbar, indem man dann nicht einmal 
die Projektion übersehen kann , bei welcher ja endlich entfernte Paukte ine 
Unendliche rücken können und umgekehrt. 
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Au fg. 1. Eine Strecke AX zu zeichnen, welche einer gegebenen 

BC gleich und gleichläufig ist (vergl. Fig. 7). 
Aufl. Man siehe AD parallel BC und CE parallel BA, so ist 
der Dnrchachnittspunkt dieser beiden Linien der gesuchte Punkt 
X. Liegt insbesondere der Punkt A in der geraden Linie BC, 
so nehme man einen Punkt ausserhalb derselben D, mache nach 
dem so eben angegebenen Verfahren DE ^ BC und AF ^ DE, 
so ist F der gesuchte Punkt X. 
• A u f g. 2 . Eine Strecke in beliebig viele gleiche Theile zu theilen. 
Die Auflosung kann vermittelst der in der vorigen Aufgabe ge- 
gebenen Konstruktion auf die gewöhnliche Auflösung zurückgeführt 
werden. 

Aufg. 3. Den Punkt X zu finden, welcher der Gleichung [AX] 

= [BC] + [DE] genügt •) (vergl. Fig. 8). 
Aufl. Man macht AF#BC und FG#DE, so ist G der ge- 
suchte Punkt. 
Aufg. 4. Den Punkt X zu finden, welcher der Gleichung [AX] 
— [BC] — [DE] genügt. 
Für die folgenden Sitze und Aufgaben will ich ein Paar neue Be- 
nennungen einführen, welche zur Erleichterung der Ausdrucksweise 
wesentlich sind , nämlich unter der Abweichung des Punktes A ron 
einem andern B verstehe ich die Strecke BA mit Festhaltung ihrer 
Richtung und Länge , und unter der Gesanimtabweichung eines 
Punktes R von einer Punktreihe A , B , C , ... verstehe ich die 
Summe der Abweichungen jenes Punktes von den einzelnen Punkten 

dieser Reihe, also die Summe [AR] -f [BR] + [CR] + , wobei, 

wie sich von selbst versteht, der im Vorigen entwickelte Begriff der 
Summe zu Grunde gelegt ist. Hieraus ist von selbst klar , dass die 
Gesammtabweichung einer Punktreihe A, B, C . . . von einem Punkte 
R die Summe [RA] -f [RB] -f- [RC] + . . . darstelle, Nun kann 
ich aus einer Gleichung 

1) [AB] + [CD]-f[EF]+ = 0, 



*) Ich bedien« mich hier der in der abstrakten Wissenschaft einge- 
führten Bezeichnung der Strecken, indem ich unter [AB] die Strecke mit 
fettgehaltener Richtung and Länge bezeichne, weshalb hier das Gleichheim- 
seichen auch wieder das gewöhnliche ist **). 
**) VergL die Aam. zu & 19. (1877.) 
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indem ich statt [AB] nach dem allgemeinen Begriff der Summe 
(§ 19.) schreibe [AR]-|-[BB] oder [RB] — [RA], und ebenso statt 
[CD] den Ausdruck [RD] — [RC] einführe u. s. w. , und indem ich 
dann [RA], [RC], . . . mit umgekehrtem Zeichen auf die andere Seite 
bringe, die Gleichung ableiten: 

2)...[RA] + [RC] + [RE] + ... — [RB] + [RD] + [RF] + ..., 
wo beide Seiten gleich viel Glieder haben. Diese so einfache Um- 
gestaltung führt direkt zu einer Reihe der schönsten und einfachsten 
Sätie, wenn man nur noch bedenkt, dass man aus der zweiten 
Gleichung durch das rückgängige Verfahren wieder die erste ge- 
winnen kann. Nämlich erstens: 

„Wenn die Gesammtab weichung eines Punktes R von einer 
Punktreihe, gleich der Gesammtabweichung desselben Punktes 
von einer andern Punktreihe ist, welche aber eben so viel 
Punkte enthält, wie jene erste : so gilt dasselbe auch für jeden 
andern Punkt, der statt R gesetzt werden mag, und es ist ferner 
die Summe der Strecken, welche von den Punkten der einen 
Reihe nach den entsprechenden der andern gezogen werden, 
gleich Null , wie man auch immer jene beiden Punktreihen als 
entsprechend setzen möge." 
Ferner: 

„Wenn die Summe mehrerer (m) Strecken null ist, so bleibt 
die Summe auch null, wenn man die Anfangspunkte, oder 
auch die Endpunkte beliebig unter sieh vertauscht (z. B. statt 
AB und CD setzt AD und CB), und zugleich ist die Gesammt- 
abweichung der Endpunkte von jedem beliebigen Punkte R 
stets gleich der Gesammtabweichung der Anfangspunkte von 
demselben Punkte R. tf 
Als besondere Fälle dieser allgemeinen Sätze erscheinen die, wo 
einige Punkte oder alle Punkte der einen oder der andern Reihe zu* 
sammenfallen. Fallen alle m Punkte der einen Reihe in einen 
Punkt S zusammen , so haben wir nun , da die Gesammtabweichung 
dieser m Punkte gleich der m-fachen Abweichung des einen Punktes 
S ist, die Sätze in folgender Gestalt : 

„Wenn die Gesammtabweichung einer Reihe, welche m Punkte 
enthält, von einem Punkte R, gleich ist der m-fachen Abweichung 
eines Punktes S von demselben Punkte R, so gilt dasselbe auch 
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in Bezug auf jeden andern Punkt, der statt R gesetzt werden 
mag , und die Gm ammfnhweiohung jener Punktreihe von dem 
Punkte S ist null/ 
und umgekehrt : 

„Wenn die Gesammtabweichung eines Punktes 8 ron einer 
Heike von m Punkten null ist, eo ist die Gesammtabweichung 
irgend eines Punktes B tob jener Reihe gleich der m-fiacben 
AhweieJaang desselben Punktes- Ton & tf 
.Aue dem letzten Satze folgt, das* es ausser dem Punkte S keinem 
■andern gebe, welcher derselben Bedingung genüge; wir können 
ihn daher mit einem einfachen Namen bezeichnen, und nennen 
ihn die Mitte jener Punktreike *). Es ist also unter der Mitte 
<einer Punktreike derjenige Punkt Yerstanden, dessen Gesammtab* 
w>eichung von jener Reihe null ist* Aus dem ersten dieser beiden 
fifttze ergiebt sieh eine höchst einfache Konstruktion der Mitte. 
Ximlieh ist die Mitte »wischen m Punkten au suchen, so ziehe 
man *on iagend einem Punkte B die Strecken nach diesen Punkten, 
und mache BS gleich dem m-ten Tkeil von der Summe dieser 
{kracke* (nach Anfg. 3 und 2), so ist S die Mitte. Läset man 
bei allen früheren Sätzen noch einige Punkte zusammenfallen, 
so erhält man mehrfache Punkte, oder Punkte mit zugehörigem 
Keefficienten , und für sie gelten noch immer dieselben Sätze, 
n»B. : Sind z» Punkte A f .... An mit den zugehörigen Koefmcienten 
0| . . . * a m und n Punkte Bj .... Bn mit den zugehörigen Koef- 
fimeatea fl f . . . . ß n gegeben, und ist zugleich a t -f-. . . .a m — 
A*f** • ••£*» so wittL immer, wenn die Gesammtabweicaung des 
neetezt Vezeina ran irgend einem Punkte B gleich der des zweiten 
Ton demselben Punkte, d. h. 

MRA l }-K...+a ti [BA»}— /*i[BB t ] + .... + MBBJ 
ist, dasselbe auch gehen für jeden andern Punkt, der statt & ge> 

netz* werden mag. — Und auf gleiche Weise könnten auch die 

uhrigen Sätze umgestaltet werden. — Wir haben hier , um sogleich 

Uebeoskht au geben , vorgegriffen , indem wir den Begriff der 



*) Ich habe mich Über den Gebrauch dieses Namens statt des sonst 
ftbHefcea des Gentntms der mittleren Entfernungen schon anderweitig gerecht- 
fertigt (Crelle's Journal für die reine u. aagew. Mathematik Bd. XXIV.). 
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Zahl mit ajsfge*omiae» haben , von dem in dar abstrakten Wfcsejfe- 
eekaft bisher noch nicht die Rede m könnt*. 

§ 95. Die Anwendung unserer Wissenschaft auf die Statik 
und Mechanik ist vorzugsweise geeignet, die Bedeutung derselben 
ans Licht treten zu lassen. Betrachten wir zuerst , um das Ganze 
von Anfang an zu begründen , die Neuton'schen Grundgesetze , so 
bestellt das erste *) aus zwei ungleichartigen Theilen, deren ersterer, 
dass nämlich jeder ruhende Körper im Zustande der Ruhe bleibt, 
bis eine Kraft ihn in Bewegung setzt, m dem Begriffe der Kraft, 
als Ursache der Bewegung, liegt, während der andere Theil aussagt, 
dass jeder bewegte Körper, so lange keine Kräfte auf ihn einwirken, 
dieselbe Bewegung beibehält , d. h. dass er in gleichen Zeiten stets 
gleiche Strecken (im Sinne unserer Wissenschaft , also gleich lange 
und gleichläufige) beschreibt. Da diese forlgesetzte Bewegung als 
eine fortdauernde Kraft erscheint , so können wir dies Gesetz noch 
einfacher so ausdrücken : 

„Jede Einwirkung einer Kraft auf die Materie ist zugleich die 
Mittheihmg einer sich selbst stets gleich bleibenden (d. h. gleich 
stark und parallel bleibenden) Kraft an dieselbe. u 

Diese mitgetheilte und nach der Mittheilung der Materie einwoh- 
nende Kraft ist demnach wohl zu unterscheiden von der Kraft, 
welche auf die Materie einwirkt (ihren Sitz also anderswo hat). 
Das zweite Neuton'sche Grundgesetz **) enthält ebenfalls zwei un- 
e^eäeaartige Theile, und jeder derselben enthalt eine Grund voran»- 
seteung', welche aber in dem Neuton'schen Ausdrucke des Satzes 
etwas ventoekt liegt. Nämlich ausser dem Znaaimnenaange be- 
trachtet, acheist der Satz weiter nichts aussagen zu wollen, als 
äset* wenn verschiedene Kräfte auf dasselbe Theakhe« wirkend 
gedacht werden, die mitgetheilten Bewegungen den Kräften pre» 
pezüonal und gleichgerichtet seien; allein dies wäre kein GsnatV 



*) »Corpus omne peraeverare in statu suo quiescendi vel movendi uoir 
formiter in directum, nisi quatemts a viribus impressis cogitur statum ilhuu 
aratare." New. phil. nat. pr,inc. Lex. I. 

**) „Mutationem motu« proportionalem esse vi motrici impressae et ftert 
eeeundum lineami rectam, qua vis Hkv inprlmltar. * 







4er ihm ;enes fasern* *em *ul. -irpBÖE «öl an» 
hange, and » zeigs *en.. 




jem*r Rewearme wiraz. £. i. wie Äs suLwirmwaa» 
<mer «ädern, iift ian Körper 4chan. anwohne. T taaiude CL» Dies 
Letztere wird *a aasfrsxiriek: . iaa» iann -nie Vtaanrienner. der Be- 
weapner in <ier Birg rang . in. welcher <ne Krzr£ wirk: . ud aW j«e- 
nartzannl eräjige. Fasse oubl «liesen Begrin? ier Veränderen«; der 
einwaaneaden Knc dareh. die- hhaazr^üauin genauer auf. se» ist er 
aiehc* andere*, als was wir unser ier Aiiikxun Terfcsndeav joheid wir 
aas die Kzi&e ak Strecket Tijrjceüen. Wir ansam, daher d i e n e rn 
TTieü des Gran dg gs e c ie a besser to aar : 

,Zwex demselben Psakxe Tifsgeihi»ira> Kra&e saanaären sieh.* 
Der andere Theü jenes Gesetze» rerwaadelc seL wenn wir das aas» 



yZwei materielle Toeilraen. welche ron irgend einer he wtgeadea 
Kraft gleiche Einwirkungen erleiden, erleiden auch dnreh jede 



Zwei Miefe Tbeikaen. die wir was ab Pakte, oder ab Tank 
▼an anendlieh kleiner Ausdehnung Torstellen können, nennen wir 
dann an Maaae /deich. Dan» dies Gesetz die eigentBefe Gradlage 
ist Ton jenem Tbeü des Xeeton sehen Grundgesetzes, würde sieb 
durch eine genaae Analyse desselben leicht ergeben, der Nachweis 
werde mich jedoch hier zu weit fahren. Doch ist es wichtig, an 
beaaerken , wie wir bierdareb zv einem bestimmten and allgemeinen 
Mn*m der Kräfte gelangen, indem wir die Kraft gleich setzen 
kennen der Strecke, welche ein materielles Theilchen, dessen 
Ifasse als Einheit der Massen zn Grunde gelegt ist . in der Zeitein- 
heit beschreibt, wenn jene Kraft ihm dauernd einwohnt, d. h. die 
Kraft, welche der Masaeneinheit einwohnt, ist gleich ihrer Ge- 
schwindigkeit. Das dritte Xeutoe 'sehe Gesetz endlich , von der 
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Mehheit der Wirkung und (Gegenwirkung*), können wir so aus- 
ücken: 

„Wenn zwei Theilchen von gleicher Masse auf einander wirken, 
so bleibt die Summe ihrer Bewegungen stets dieselbe, als wenn 
sie nicht auf einander wirkten. u 
i ist übrigens klar, wie die vier so eben dargestellten Gesetze 
m der Beharrung, der Summation der Kräfte, der gleichen Masse 
bd der gegenseitigen Einwirkung ins Gesammt nur Ein Haupt- 
isets darstellen, nämlich, dass die Kräfte sich in ihrer Gesammtheit 
halten. Das Beharrungsgesetz sagt die Erhaltung der einzelnen 
raft an dem einseinen Theilchen aus , das Summationsgesets die 
rhaltung zweier Kräfte an dem einzelnen Theilchen in ihrer 
nnrne, das letzte die Erhaltung der Gesammtkraft bei gegen- 
itiger Einwirkung, welches wiederum schon das dritte voraussetzt ; 
um das dritte lehrt , indem es den Begriff der Masse begründet, 
e Gesammtkraft eines Vereins von Punkten durch Addition der 
lifte, welche die einzelnen an Masse gleichen Punkte erfahren, 
kden. 

§ 26. Daher können wir durch Kombination dieser Sätze so- 
«ich den allgemeinen Satz aufstellen : 

„Die Gesammtkraft (oder die Gesammtbewegung) , die einem 
Verein von materiellen Theilchen zu irgend einer Zeit ein- 
wohnt, ist die Summe aus der Gesammtkraft (oder der Ge- 
sammtbewegung) , die ihm zu irgend einer früheren Zeit ein- 
wohnte, und den sämmtlichen Kräften, die ihm in der Zwischen- 
zeit von aussen mitgetheilt sind ; wenn nämlich alle Kräfte als 
Strecken aufgefasst werden von konstanter Richtung und Länge, 
und auf an Masse gleiche Punkte bezogen werden. tf 
ie einwohnende Kraft und die einwohnende Bewegung sind näm- 
b nach dem vorigen § identisch. Der Beweis dieses Satzes liegt 
den Grundgesetzen , wie wir sie vermittelst der Begriffe unserer 
lasenochaft umgestaltet haben, vollständig vorbereitet. Jede ein- 
las Kraft erhält sich , jede neu einwirkende Kraft sunimirt sich, 
id die gegenseitigen Kräfte je zweier P. von gleicher Masse än- 



*) Actioni contrariam semper et aeqnalem esse reactionem, sive corporum 
onun aetiones in semutao semper esse aeqnale« et in partes o^ 
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dem die GesBMtttkraft beider Punkte nicht, «Im andern «e*k die 
sämmtlichen gegenseitigen Kräfte des ganzen Punktvereins die G**> 
sanuntkraft desselben nickt. Eine speeielle Folgerung dieses 
Satzes ist «Be, (Asm, so lange keine Kraft von aussen hinzutritt, 
die öesammtkraft, oder die Gesaramtbewegung , die dem Verein 
einwohnt, konstant bleibt. ist p <lie Gesanuntkraft , die einem 
¥erein *en m an Marne gleichen Punkten , deren Maate wir ab 
laukeit *u Grunde legen, an irgend einer Zeit -einwohnt, nasl 

l»! 0m -sind die Lagen dieser Punkte an jener Zeit, und 

|tft ..... £m sind die Lagen, worin dieselben nach Verlauf einer 
Zeiteinheit tibergeben würden, wenn die Gesammtkmft <koi 
bliebe, so heben wir nie GMehung 

Wir wollen nnn aUes amf einen Punkt des Systems beliehen, 
wir »aber vorläufig noch ganz unbestimmt lassen, und nnekher m> 
bestimmen wollen , «Uns seine Bewegung sieh vollständig «fgieku. 
Ss habe dieser Punkt au jener Zeit die Lage a ; bei konstanter 
Öesammtkraft gehe nach einer Zeiteinheit a in ß über , so hat 

nach der allgemeinen Definition der Bunune. Da nun , wenn 
«uf diese Weise in afte «Weder der Oleiebung (1) substitimJL, [aß] 
selbst m-mal (vorkommt, so erhält man 

*) ....■(*%•]+.... {«*4^ 

-Bestimmen wir nun den Punkt « als Mitte der Punkte «4 . • . . a m 
und ß als Mitte reu ß t . . . . ß mj so fallen die SununengHeder weg, 
'Weil die GeaammUbweitfcftrag einer Punktreihe Ton ihrer Mitte nach 
•§ J4 nuH ist, und man hat 

S) .... mforfl— P •*« [«fl— ~ 
d. hv, wenn wir statt des Namens der Mitte den in derStaäkubüohen 
des Schwerpunktes einführen , und m die Masse des ganzen Vensmn 



„Der Weg, den der Senwerpunkt in der Zeiteinheit n es ahiei bhu 
wurde, wenn4ie dem Vevein emwohncmdeQeaainmtkiitftwfllhinnJ 
derselben konstant bliebe — oder kurzer ausgedruckt, *Be Ge- 
schwindigkeit des Schwerpunktes — ist gleich der Gesammt- 
kraft dividirt durch die Masse. u 
Da nun dieselbe CUeinfanng (») «nah etntnftaden würde» wen* 



§27 Bewegung des Schwerpunktes. 4.7 

iMsnmtlicho m Punkte in einem Punkte vereinigt wären, se kann mutr 
sagen: 

„Die Bewegung des Schwerpunktes eines Systems ist dieselbe* 
«u ob die gesamurte Masse ihm einwohnte, und sämmtlfch* 
Kräfte, die auf des System wirken, auf ihn allein einwirkten." 
§ 27. Mit dieser so kochet eingehen Beweisführung ist alles 
(krgeseeflt, was m den bisherigen Lehrbüchern der Mechanik ver- 
mittelst weitläufiger Reckmungsuppaorate abgeleitet wird, tmd was 
wir 1. B. in La Orcmg* mfa. am p. 46^4$ und 257 — £62 der 
letzten Ausgabe entwickelt finden. -— Und unsere Entwickeltuur 
we nd e noch einfacher ausgefallen sein, wenn wir uns der in den 
folgenden Kapiteln entwickelten Begriffe und Seetaungegesetze 
hatten bedienen können. Aber der wesentlichste Verzug unserer 
Methede ist nickt der der Kurze , sondern vielmehr der, datis jeder 
Fortschritt in der Rechnung zugleich der reine Ausdruck d«B be- 
grifflichen Fortschreitens ist , während bei der bisherigen Methode 
der Begriff durch Einführung dreier willkührlicher Koordinatenaxen 
gUualich in den Hintergrund gestellt wird. Cnd ich kann hoffen, 
durch die hier gegebene Entwickelung diesen Vorzug der 
Analyse nur Anschauung gebracht zu haken, obgleich derselbe 
bat jedem Fortschritt in unserer Wissenschaft in ein immer helleres 
Licht treten wird, wnd erst nach Vollendung des Ganzen in seiner 
vollen Klarheit hervortreten kann. 



Zweites Kapitel. 

Die äussere Multiplikation der Strecken. 

§ 26. Wir gehen zuerst von der Geometrie aus, um aus ihr 
die Analogie zu gewinnen, nach welcher die abstrakte Wiseetr- 
sohaft fortschreiten mus», und sogleich eine anschauliche Idee vor 
Aagen zu Traben , welche uns durch die unbekannten und oft he* 
schwerlieben Wege der abstrakten Entwicklung geleite. Wir ge- 
langen von der Strecke zu einem räumlichen Gebilde höherer 
Stufe, wenn wir die ganze Strecke, d. h. jeden Punkt derselbe» 



} 
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eine neue der enteren ungleichartige Strecke beschreiben lassen, 
so dass also alle Punkte eine gleiche Strecke konstruiren. Der 
so erzeugte Flächenraum hat die Gestalt eines Spathecks (Parallelo- 
gramms). Setzen wir nun zwei solche Flächenräume, die derselben 
Ebene angehören, als gleich bezeichnet, wenn man beim Uebergang 
aus der Richtung der bewegten Strecke in die Richtung der durch 
die Bewegung konstruirten, beidemale nach derselben Seite hin (z. B. 
beidemale nach links hin) abbiegen muss, als ungleich bezeichnet, 
wenn nach entgegengesetzter, so ergiebt sich sogleich nachstehendes 
eben so einfache als allgemeine Gesetz : 

„Wenn in der Ebene eine Strecke sich nach einander um be- 
liebige Strecken fortbewegt , so ist der gesammte dadurch be- 
schriebene Flächenraum (wenn man die Vorzeichen der ein- 
zelnen Flächentheile in der angegebenen Weise setzt) eben so- 
gross, als ob sie sich um die Summe jener Strecken fortbe- 
wegt hätte. u 
Oder 

„Wenn in der Ebene eine Strecke sich zwischen zwei festen 
Parallelen fortbewegt, so dass sie zu Anfang in der einen, zuletzt 
in der andern liegt, so ist der dadurch erzeugte gesammte 
Flächenraum stets gleich gross, auf welchem (geraden oder ge- 
brochenen) Wege sie sich auch dahin bewegt haben mag, so 
bald man nur das angenommene Zeichengesetz festhält. tt 
Dieser Satz folgt unmittelbar aus dem genannten Satze , dass Pa- 
rallelogramme , die von derselben Grundseite aus bis nach derselben 
Parallele hin sich erstrecken , gleichen Flächenraum haben. Wie 
hieraus jener Satz hervorgeht, ergiebt sich leicht aus der Figur 
(vergl. Figur 9). Betrachtet man nämlich zuerst die unendlichen 
geraden Linien ab und cd als die festen Parallelen, und ver- 
gleicht die Flächenräume, welche entstehen, wenn sich ab einer- 
seits um die Strecke ac , andererseits um die gebrochene Linie aec 
bewegt, so ist der Anblick der Figur hinreichend, um sich ver- 
mittelst des angeführten Satzes von deren Gleichheit zu über- 
zeugen. Aber ebenso wenn man die Parallelen ab und ef als die 
festen betrachtet, und die Flächenräume vergleicht, welche ent- 
stehen, wenn sich ab einestheils um ae, anderntheils um ac und dann 
um ce fortbewegt , so überzeugt man sieh leicht von der Richtig* 
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keit des obigen Satzes auch für diesen Fall , wenn man nur festhält, 
das8 die Flächenräume, welche durch Bewegung der Strecke ab nach 
den Richtungen ac und ce entstehen, entgegengesetzt bezeichnet sind, 
xu ihrer Summe also den Unterschied der absoluten Flächenräume 
haben« Daraus fliegst dann durch wiederholte Anwendung der zu 
erweisende Satz. 

§ 29. Es ist an sich klar, dass die angeführten Sätze (aus 
denselben Gründen) auch gelten, wenn man in den Spathecken, aber 
dann auch in allen gleichzeitig , die bewegte Seite und die die Be- 
wegung messende gegen einander austauscht. Also hat man den 
'Satz: 

„Der Flächenraum, den in der Ebene eine gebrochene Linie 
beschreibt , ist gleich dem der geraden Linie , welche mit jener 
gleichen Anfangspunkt und Endpunkt hat a 

oder: 

„Der gesammte Flächenraum, den in einer Ebene die Seiten 
einer geschlossenen Figur bei ihrer Fortbewegung beschreiben, 
ist allemal null." 

Aus den Sätzen dieses und des vorigen § folgt, vermittelst der in 
der allgemeinen Formenlehre § 9. entwickelten Begriffe, dass die- 
jenige Verknüpfung der beiden Strecken a und b , deren Ergebniss 
der durch die Bewegung der ersten um die zweite erzeugte Flächen- 
raum ist, eine multiplikative sei , weil , wie sich sogleich zeigt , die- 
jenige Beziehung zur Addition für sie gilt, welche eine Verknüpfung 
als multiplikative bestimmt. Nämlich wählen wir für den Augen- 
blick noch das allgemeine Verknüpfungszeichen (-)zur Bezeichnung 
jener Verknüpfungsweise , und schreiben die bewegte Strecke voran, 
so hat man nach dem vorigen § 

a^b-f-cj-^a^b-j-a^c 
und nach den Sätzen dieses § 

(b -}- c) <* a -■ b~ a -}- c ~ a. 
Und dies waren nach § 9. die Beziehungen, welche eine Verknü- 
pfung als multiplikative bestimmen. Die besondere Eigenthümlich- 
keit dieser Multiplikation und die darauf begründete Benennungs- 
und Bezeichnungsweise wollen wir in der streng wissenschaftlichen 
Darstellung angeben. 



50 Aeusser» M uttnHifcathm der Strecken. § SO 

§ 3(X La der hier dargestellten Beziehung Hegt die be i en terte 
Rechtfertigung des von vm» im vorigen Kapitel aufgestellten Add*- 
tionsbegriffes. Ib. der That , wenn man eine Gleichung hat , deren 
Glieder ßtrecken in derselben Ebene , aber von ungleicher Richtung- 
sind, und welche nicht mehr gilt , wem mi statt der Strecken ihre 
Längen setzt, und so die Gleichung zu einer algebraischen mache, so» 
können wir diese scheinbare Disharmonie zwischen geometrischen 
und algebraischen Gleichungen sogleich aufheben, wenn wir da» 
ganze System jener Strecken in derselben Ebene fortbewegen, und 
die dadurch entstehenden Flächenräume in die Gleichung einführen, 
oder anders ausgedrückt , wenn wir die Gleichung mit einer Strecke 
derselben Ebene multipliciren. Für die so entstehenden Flächen- 
räume gilt nun, wie wir so eben nachwiesen, die angenommene 
Gleichung auch in algebraischer Webe, sobald man nur das an- 
gegebene Zeichengesetz beobachtet. Auch ist klar , dass erst jetzt, 
da die Flächenräume als Theile derselben Ebene einander gleichartig 
geworden- Bind, der Begriff der algebraischen Addition anwendbar 
sein kann. Jene scheinbare Disharmonie besteht indessen- noch 
fort , wenn die Strecken nicht alle in einer Ebene lagen , eben weil 
dann die durch Fortbewegung entstandenen Flächenräoroe auch ver- 
sefakdanen Ebenen angehören , und also selbst noch als T*raehieden> 
artig angesehen werden müssen. Offenbar wird diese Verschieden- 
actigkett nun aber aufgehoben, wenn man die Geaammtheit jener 
Flächenraume noch nach einer andern Richtung bewegt, und die öW 
dusch entstehenden Körperräume betrachtet, da diese, als demselben 
Einen unendlichen Räume angehörig, einander gleichartig sind. Und 
man übersieht leicht genug , dass , wem man, ran der Gleichheit der 
Spathe (ParaBelepipeda) ■*) , welche zwischen denselben parallelen 
Ebenen liegen , ausgeht , man auf gleiche Weise für sie, wie vorher 
für die Spathecke (Parallelogramme), die algebraische Gültigkeit 
der auf die angegebene Weise entstandenen Gleichungen beweisen, 
und überhaupt die den obigen entsprechenden Sätze aufstellen kann. 
Nachdem wir so den Begriff der Multiplikation für die Geometrie 
zur Anschauung gebracht haben , se können wir nun zu unserer 



*) Der Ausdruck Späth statt Parallelepidum bedarf wohl kaum einer 
Rechtfertigung, aus ihm ist der Name Spatheck hergeleitet. 
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Wissenschaft zurückkehren, um m ihr den rein abstrakten, von atter 
£etraebtm*g des Baumes unabhängigen Weg im verfolge». 

§ £1. Im ersten Kapital betrachteten wir die iLaaMurnngefty 
w» sie durch einfache Erzeugung aus dem Elemente hervorging» ; 
und die Verknüpfung dieser Ausdehnungen , sofern dadurch wieder 
Ausdehnungen derselben Gattung, cL h. solche, die ihrerseits wie- 
der durch einfache Erzeugung asjs dem Elemente ahiekbar sind, 
eitstanden, haben wir vellsttmctig der Betrachtung nutei werfen, 
and nachgewiesen , daes dieselbe als Addition oder Subtraktion, 
ae&ufkssen sei. Bie weitere Entwickelttag fordert also die Erzeu- 
gung neuer Gattungen der Ausdehnung. Die Art dieser Erzeugung 
ergiebt sich sogleich analog der Ast, wie aus dem Elemente die 
Ausdehnung erster Stufe erseugt wurde, indem man mm* auf gestehe 
Weise die sämmtliehen Elemente einer Strecke wiederum einer 
andern Erzeugung unterwerfen kamt; und swsr fordert die Em* 
raehheit der neu an erzeugenden Grösse die Gleichheit der Erzeu- 
g un g s w eise fttr alle Elemente, d. h. dass alle Elemente jener 
Strecke a eine gleiche Strecke b beschreiben. Die eine Strecke a~ 
erscheint hier als die erzeugende , die andere b als das Maass der 
Braeogong, und das Ergebe»* der Erzeugung ist, wenn a und b 
ungleichartig sind , ein TheÜ des durch a «ad b bestimmte» Syste- 
me» aweiter Stufe , muss also als Ausdehnang zweiter Stufe autfge- 
mest weiden. Wollen wir »an, wie es der Gang der Wissenschaft 
fordert , dass die Ausdehnung zweiter Stufe an dem System aweiter 
Stufe dieselbe Beziehung haben soll, wie die Ausdehnung enster 
Stufe zu dem System erster Stufe, so muss zuerst das System 
zweiter Stufe als ein einfaches , d. h. aus gleichartigen Theilen be- 
stehendes angesehen, und in diesem Sinne die Ausdehming zwei- 
ter Stufe als Theü dieses Systems und als wieder Theile desselben 
in sich enthaltend au%efasBt werden, woran denn folgt, dass zwei 
Ausdehnungen zweiter Stufe, welche demselben Systeme zweiter 
Stufe angehören, als gleichartig erscheine« und daher, wenn sie 
in demselben Sinne erzeugt sind , zur Summe die Vereuriguag bei* 
der zu Einem Ganzen haben. Wir bezeichnen mm das asrf diese 
Weise aus a und b entstandene Erzeugnies vorfeufig, BÜmHeh so 
lange , bis wir die Art dieser Verknüpfung näher bestimmt haben, 

mit a~b , und verstehen voriftufig „tmter a*b, wo a und b> Strecke* 

4* 
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Bind, diejenige Ausdehnung, welche erzeugt wird, wenn jedes 
Element von a die Strecke b erzeugt , und zwar diese Ausdehnung 
als ein den übrigen gleichartiger Theil des Systeme* zweiter Stufe 
aufgefasst." Diese Definition dehnen wir nun auf beliebig viele 
Glieder aus, und verstehen vorläufig: „unter a~b~c..., wo a, b, c... 
beliebig viele, etwa n, Strecken sind, diejenige Ausdehnung, welche 
entsteht, wenn jedes Element von a die Strecke b erzeugt, jedes 
der so entstandenen Elemente die Strecke c erzeugt u. s. w. , und 
zwar diese Ausdehnung als allen übrigen Theilen desselben Systemes 
n-ter Stufe gleichartig gesetzt. Wir nennen die so erzeugte Aus- 
dehnung eine Ausdehnung n-ter Stufe. tt 

§ 32. Da die Ausdehnungen n-ter Stufe , sofern sie dem- 
selben Systeme n-ter Stufe angehören , einander gleichartig gesetzt 
wurden, so gilt für sie der Begriff, den wir in § 8 für die Summe 
des Gleichartigen aufgestellt haben, dass sie nämlich, wenn das 
Gleichartige auch in gleichem (nicht entgegengesetztem) Sinne er- 
zeugt ist, das Ganze sei, zu dem jene gleichartigen Summanden 
die Theile bilden. Somit gelten auch sämmtliche Gesetze der 
Addition und Subtraktion für diese Verknüpfung der gleichartigen 
Ausdehnungen. Um daher die Beziehung der im vorigen Paragra- 
phen dargestellten neuen Verknüpfungsweise zur Addition aufzu- 
fassen, werden wir zunächst die Addition gleichartiger Grössen in 
Betracht ziehen. Es ergiebt sich hier unmittelbar , wenn A und A t 
zwei gleichartige und zwar auch in gleichem Sinne erzeugte Aus- 
dehnungsgrössen von beliebiger Stufe sind , und b eine Strecke dar- 
stellt, dass allemal 

(A-fAj^b—A-b-f A t ~b 
ist, wo auch wiederum A~b und A^b gleichartig sind, und wo 
das Verknüpfungszeichen die neue Verknüpfungsweise darstellen 
soll. Da nämlich (A-j-Aj) das Ganze ist aus Argnd Aj, so bedeutet 
(A-f-Af)~b die Gesammtheit der Elemente, welche entstehen, wenn 
jedes Element von A und von A* die Strecke b erzeugt , oder , was 
dasselbe bedeutet , wenn jedes Element von A die Strecke b erzeugt 
und ebenso jedes Element von A*, d. h. : es ist gleich A~b-{-A| ~b. 
Ebenso folgt aber auch, dass 

A« (b+bj)— A~ b+A~ bj 
ist, wenn b und b t in gleichem Sinne erzeugt sind. Denn A^(b-^-b|) 
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bedeutet die Gesammtheit der Elemente, welche hervorgehen, wenn 
jedes Element von A die Strecke (b + b^ erseagt, d. h. wenn 
jedes Element Ten A zuerst die Strecke b erzeugt , und dann jedes 
der um b geänderten Elemente von A die Strecke b t erzeugt. 
Wenn zuerst jedes Element von A die Strecke b erzeugt, so ist 
die Gesammtheit der so erzeugten Elemente A-b; alsdann soll 
jedes der Elemente von A, nachdem es sich um b gelindert hat, 
die Strecke b ± erzeugen. Nun haben wir aber in § 20 gezeigt, 
dass, wenn alle Elemente einer Strecke sich um gleich viel än- 
dern , die so hervorgehende Strecke der enteren gleich sei. Das- 
selbe werden wir nun auch auf Ausdehnungen beliebiger Stufen 
tibertragen können, da diese nämlich als Verknüpfungen von 
Strecken dargestellt sind , also als gleich betrachtet werden müssen, 
wenn die Strecken es sind, durch deren Verknüpfung sie gebildet 
sind. Also wird die Ausdehnungsgrösse A , nachdem sich alle ihre 
Elemente um b geändert haben , noch sich selbst gleich geblieben 
sein. Wenn also alle Elemente von A, nachdem sie sich um b 
geändert haben, die Strecke b t erzeugen, so wird dieselbe Aus- 
dehnnngBgrösse hervorgehen , als wenn alle Elemente von A unmit- 
telbar die Strecke b ± erzeugt hätten, d. h. es wird die Ausdeh- 
nungsgrösse A~b t hervorgehen. Also werden im Ganzen die Aus* 
dehnungen A~b und A^bj erzeugt, und ihre Gesammtheit wird 
gleich A~ (b— |-b 1 ) sein, d. h. 

A^(b-^-bi) = A~b-p A*b{. 
Es ist klar, dass man durch wiederholte Anwendung dieses Be- 
ziehungsgesetzes dasselbe auf beliebig viele Faktoren ausdehnen 
kann. Da dies Gesetz nach § 10 das Grundgesetz der Multiplikation 
ist, so werden wir sagen, die neue Verknüpfungsweise habe zur Ad- 
dition des in gleichem Sinne erzeugten die multiplikative Beziehung, 
somit werden auch alle daraus abgeleiteten Gesetze (§ 10) hier 
gelten, und namentlich das Grundgesetz auch bestehen bleiben, 
wenn einige der Grössen negativ, also mit den positiven in ent- 
gegengesetztem Sinne erzeugt sind. Nun haben wir das in gleichem 
und das in entgegengesetztem Sinne erzeugte unter dem Namen 
des Gleichartigen zusammengefasst (§ 8), und werden also sagen 
können, unsere Verknüpfungsweise habe überhaupt zur Addition 
des Gleichartigen die Beziehung, welche der Multiplikation im 
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Verhältniss zur Addition zukomme*). Hiermit ist nun unsere 
Verknüpfung nach § 12 ab Multiplikation nachgewiesen, und wir 
fuhren daher flir sie auch sogleich die muluplikative Bezeichnung 
ein. Es ergiebt sich nun unmittelbar aus dem im vorigen § ge- 
gebenen Begriffe dieser Verknüpfungen»»* , „dass ein Produkt , in 
welchem zwei Faktoren gleichartig, oder überhaupt in welchem die* 
n Faktoren von einander abhängig sind, d. h. einem System rat 
niederer Stufe als der n-ten angehören, ab null zu betrachten 
iat; u hierau gehört auch der Fall, wo einer der Faktoren null ist, 
sofern einerseits die Null immer als abhängig gedacht werden kann, 
andererseits das mit ihr gebildete Produkt null (st. Aber auch 
nmgekehrt folgt, „dass, wenn die Faktoren von einander unabhän- 
gig sind, das Produkt immer einen geltenden Werth habe," indem 
m dann einen bestimmten Theil jenes Systemes n-ter Stufe dar- 
stellt, üb bleibt uns nur noch übrig, zu zeigen, dass jene Be» 
aiehmng anoh für die Addition ungleichartiger Strecken gültig sei 
Dies darauthnn , soll nun die Aufgabe der folgenden Paragraphen 
sein. 

§ S3>. Diese allgemeine Beziehung beruht bei awei Faktoren 
wesentlich auf dem Satse , dass wenn b und b t gleichartige Strecken 
sind, 

(a-j-b t ) . b «» a . b, und b . (a-|-bi) mm b . a 
sei. Es sei, um dies zu erweisen , a = [aß\ , wo a und ß Elemente 
sind (vergl. Fig. 10), und b t — (/^] also a-f-bi — [crv] nach der 
Definition der Summe (§ 19). Ferner sei 

b-MHWl-ÜT - !. 
Nach dieser Bezeichnung iet nun die Ansdehnung [aßß'm], wenn 

wir darunter die von den Strecken aß, ßß, ßa, au begrenzte 
Ausdehnung verstehen, gleich a.b und die Ausdehnung [ay/a] 
gleich [crvj.b, d. h. gleich (a-f-b^.b, und die Gleichheit dieser 
beiden Ausdehnungen bleibt also su erweisen. Vermöge der vor- 
ausgesetzten Gleichartigkeit von b und b t sind ß, y, /T, y Ele- 
mente desselben Systemes erster Stufe, und wenn wir zunächst 
▼eraussetzen, dass b und h* anoh in gleichem Sinne erzeugt sind 



*) Vergl. hier überall § lfi, wo das gleiche Eingehen der Theile hi die 
Verknüpfe»*, tust Priaeip der Bntwickelnag gesucht ist. 
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(§8), so ist [fiy] in gleichem Sinne erzeugt mit [yy'j, d. h. y 
hVsgt zwischen ß und f*) t und ebenso ist [/fl^j in gsek&ea Amne 
«sangt mit ßJ/J, weil nämlich dies letztere nach § 20 gkiah 
[ßf\ ist, also liegt auch /f zwischen denselben beiden Elementen 
$ uns» 7', und diese letztern sind also die äussersten von den ge- 
nannten vieren. Daraus folgt, dass 

[«^a]-[o/J/«1-[«W 
and 

[ayr'a] *= [*ßf*] — [mßy] 
sei. Nun sind aber die Ausdehnungen aßy und aßy einander 
gleich, weil die letztere aas der ersteren durch Aendenmg aller 
Elemente um die Strecke b hervorgeht, und dabei mach § 30 aBe 
Strecken gleich bleiben , also auch die Ausdehnungen zweiter Stufe, 
indem jede solche nur eine Gesammtheit von Strecken darstellt. 
Somit werden auch die Ausdehnungen [aßß'a] und [ayy'a] ein- 
ander gleich sein, da sie aus dem Gleichen auf dieselbe Weise 
entstanden sind ; d. h. 

a.b — (a-fb,).b*»). 
Dieser Beweis ist zunächst nur für den Fall gefuhrt , dass b und b t 
in gleichem Sinne erzeugt sind; um die Gültigkeit desselben Ge- 
setzes auch für den Fall der in entgegengesetztem Sinne erfolgten 
Erzeugung darzuthun, sei a-j-bj—c, so ist a-»c — b t und wir 
erhalten 

c.b«*-(c — bt).b oder «■»(c-|-( — hi)).b, 
d. h. das eben dargestellte Gesetz gilt auch , wenn die eben durah 
b und b t bezeichneten Strecken in entgegengesetztem Sinne er- 
zeugt sind, also überhaupt, wenn sie gleichartig sind. Ganz genau 
auf dieselbe Weise folgt nun auch , dass, wenn b und b x gleichartig 
sind, auch 

b.(a-^b|)»nib.a 
sei. Ist hier a gleich null, so hat man b.bj gleich null; *L h. 
das Produkt zweier gleichartigen Strecken ist null , wie dies auch 
dem Begriff unmittelbar hervorgeht. 



*) Die Bedeutung des hier gebrauchten bildlichen Ausdrucks in der 
abstrakten Wissenschaft ist wohl an sich klar. 

**) Es ist leicht zu sehen , dass dies nur der auf die abstrakte Wlssett- 
schaft übertragene Beweis für den entsprecbenlen geometrischen Satz ist. 
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§ 34. Dasselbe läset och nun auch erweisen , wem in einem 
Produkte aus mehreren Faktoren irgend swei auf einander folgende 
Faktoren auf die angegebene Weise zerstückt sind. Nämlich da das 
Gleiche mit dem Gleichen auf dieselbe Weise verknüpft wieder 
Gleiches giebt (§ 1), so muss auch, wenn P irgend eine Faktoren- 
reihe bezeichnet 

(a-f b,).b.P — a.b.P 
sein. Demnächst lässt sich zeigen, das* bei Vertauschung der 

Faktoren der absolute Werth derselbe bleibt. Nämlich a . b . c 

bedeutet die Ausdehnung, welche aus einem als Urspnmgselement 
gesetzten Elemente dadurch hervorgeht, das» dasselbe zuerst die 
Strecke a erzeugt , dann jedes Element dieser Strecke die Strecke 
b , dann jedes so entstandene Element die Strecke c erzeugt u. *. w. 
Alle Elemente der so gebildeten Ausdehnung gehen somit ans 
dem angenommenen Ursprungselemente durch Aenderungen her- 
vor, welche mit a, b, e,... gleichartig sind, aber deren Grösse 
nicht überschreiten, und die Gesammtheit der so erzeugbaren 
Elemente ist eben jene Ausdehnung. Da es nun auch fürs Resultat 
gleichgültig ist, in welcher Reihenfolge diese Aenderungen sieh 
am einander schlieasen (§ 17), so wird man von demselben Ur- 
sprungselemente ans bei beliebiger Reihenfolge der Faktoren 
a, b, c. ... stets zu derselben Gesammtheit ron Elementen ge- 
langen . welche die Ausdehnung konstituiren ; d. h. alle solche Pro- 
dukte werden denselben absoluten Werth darstellen. Es werden 
also die früher für die ersten beiden Faktoren solcher Produkte 
erwiesenen Gesetze für je zwei andere Faktoren auch gelten, so- 
lern nur die Vorzeichen entsprechend gewählt werden dürfen. Die 
Vorzeichen können nur in so fern willkürlich gewählt werden, als 
sie noch nicht durch Definitionen bestimmt sind. Auf dieselbe 
Weise nun , wie wir für zwei Faktoren die Zeichen nur so wählen 
konnten, dass auch dem Zeichen nach 

<a-|-b, .b = a.b und a.^b-f-a^ — a.b 
wurde, auf dieselbe Weise werden wir auch, wenn beliebig viele 
Faktoren vorhergehen, diese Zckhenbestimmung festhalten, und 
also nicht nur dem absoluten Werthe nach, sondern auch dem 
Zeichen nach 

P.(a-fb,).b — P.a.b und P.a. (b-fa,) — P.a.b 
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setzen müssen , wo P ein Produkt von beliebig 1 vielen Faktoren vor- 
stellt. Da dieselbe Beziehung auch fortbesteht, wenn noch beliebig 
viele Faktoren folgen, so haben wir für diese besondere Art der Mul- 
tiplikation das Gesetz gewonnen , dass man , wenn ein Faktor einen 
Summanden enthält , welcher mit einem der angrenzenden Faktoren 
gleichartig ist, diesen Summanden weglassen kann, worin denn schon 
liegt, dass, wenn zwei aneinander grunzende Faktoren gleichartig 
werden, das Produkt null wird. Dies Gesetz, in Verbindung mit der 
allgemeinen multiplikativen Beziehung zur Addition des Gleichar- 
tigen , bedingt alle ferneren Gesetze dieser besonderen Art der Mul- 
tiplikation , die wir hier betrachten, und kann daher als Grundgesetz 
für dieselbe aufgefasst werden. Wir nennen diese Art der Multipli- 
kation eine äussere , und wählen als specifisches Zeichen für sie den 
Punkt , während wir das unmittelbare Aneinanderschreiben als all- 
gemeine Multiplikationsbezeichnung festhalten*). 

§ 36. Aus diesem Grundgesetze nun und jenem Beziehungs- 
gesetze leiten wir die übrigen Gesetze dieser Multiplikation auf rein 
formelle Weise ab. Man hat durch Kombination beider, wenn P und 
Q beliebige Faktorenreihen, aj und b r aber Strecken bezeichnen, die 
mit a und b gleichartig sind, 

P.Ca+at+bO.b.Q-P.Ca + aO.b.Q 

= P.a.b.Q -f-P.at.b.Q 

— P.a.b.Q-f P.fo +bi).b.Qf 

oder da a^ -j- b t jede Strecke vorstellen kann, welche in dem durch 

a und b bestimmten Systeme zweiter Stufe liegt (nach dem Begriffe 

dieses Systems**)) , so hat man, so lange a, b, c demselben Systeme 

zweiter Stufe angehören, 

P.(a+c).b.Q — P.a.b.Q-f P.c.b.Q; 

d. h. es gilt auch für diesen Fall noch die allgemeine multiplikative 

Beziehung zur Addition. Hieraus nun folgt sogleich, dass 

P.a.b.Q— — P-b.a.Q 



*) Ich habe hier die in der ersten Auflage gewählte Bezeichnung bei- 
behalten. In der Ansdehnnngslehre von 1862 , so wie in meinen späteren 
Arbeiten habe ich für die äussere Multiplikation, wie überhaupt fftr die auf 
ein Hanptgebiet bezügliche, die scharfe Klammer als charakteristische Be- 
zeichnung gewählt (187 7 .) 

*♦) Vergh § 16. 
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ist, oder dass man iwei an einander grenzende Faktoren eines äusseren 
Produktes» wenn sie Strecken sind, nur mit Zeichenwechsel ver- 
tauschen darf. In der That, da 

P.(a + b).(a-4-b).Q=0 
ist , well zwei aneinander grenzende Faktoren gleichartig sind ; so 
erhält man mit Anwendung des so eben erwiesenen Gesetzes , und 
weil P • a . a . Q and P . b . b . Q ebenfalls null sind, 

P.a.b.Q-fP.b.a.Q — O, d.h. 

P.a.b.Q — — P.b.a.Q. 
JLch werde dies merkwürdige Resultat nachher noch ausführlicher 
■durchgehen, um jetat au den wichtige» Folgerungen übertragenen, 
welche aus diesem Vertausehungsgesetze fltessen. Es ergiebt sieh 
daraus, dass, wenn ein einfacher Faktor (so nennen wir nämlich einen 
Faktor, der eine Ausdehnung erster Stufe oder eine Strecke darsteltf), 
-zwei solche Faktoren überspringt, das Produkt gleiches Zeichen be- 
hält, indem die zweimalige Aeaderung des Vorzeichens wieder zu 
4am ursprünglichen Vorzeichen zni&ekiuhrt , also auch , dass über- 
haupt, wenn ein einfacher Faktor eine gerade Anzahl einfacher Fak- 
toren überspringt, das Vorzeichen des Produktes dasselbe bleibt, hin- 
gegen, wenn eine ungerade, sich in das entgegengesetzte verwandele 
mus8, sobald der- ganze Ausdruck denselben Werth behalten soll. 
Somit müssen die Gesetze , welche für zwei an einander gränzende 
JTaki»ren gelten , auch für getrennte fortbestehen ; denn man kann 
den einen der beiden getrennten Faktoren an den andern heranrücken, 
wobei sich das Vorzeichen entweder ändert oder nicht , je nachdem 
«r dabei eine ungerade oder gerade Anzahl einfacher Faktoren über- 
springt , kann nun die Gesetze , die für zwei an einander gräneeaae 
Faktoren gehen, anwenden, und dann in allen Produkten wieder 
jenen Faktor auf seine alte Stelle zurückrücken , wobei das Vor- 
zeichen offenbar jedesmal wieder das ursprüngliche werden mussf). 
Also wenn irgend zwei einfache Faktoren eiaes Produktes aus Stücken 
bestehen, welche demselben Systeme zweiter Stufe angehören, so gilt 
das Besiehtntgegesetz der Multiplikation zur Addition, und da, wenn 

•) Denn änderte es sich Tsraer nicht, so ändert es sich auch jetzt 
nicht, an aar Faktor wieder dieselbe Faktorensahl überspringt; loderte es 
«ich vorher aber, so ändert es sich jetzt wieder (aus demselben Grunde), wird 
also wieder das ursprüngliche. 
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*wei eurfaehe Faktoren gleichartig weiden, nach § 33. das Produkt 
naU ist , so folgt, dass man Stücke , welche dem übrigem Faktoren 
gleichartig Bind, ««8 einem Faktor weglassen oder ihm htnnuftogen 
kann , ohne den Werth des Produktes zu andern. Daraus folgt so- 
gleich, was auch £chen nach § 32. aus dem Begriffe hervorging, dass 
das Produkt von n Strecken, die von einander abhängig sind, null ist; 
denn eine derselben muss sich dann als Summe von Stücken darstellen 
lassen , die den andern gleichartig sind ; und diese kann man dann 
nach dem eben erwiesenen Satze in dem Produkte weglassen ; also 
«statt jener Summe null setzen, wodurch das Produkt selbst null wird. 
% 36. Aus dem Hauptsätze des vorigen § folgt der allgemeine 
Sats, dass, 

„wenn in einem Produkte von n einfachen Faktoren einer der- 
selben serstttekt ist, und swar so, dass alle Faktoren und Stucke 
demselben Systeme n-ter Stufe angehören, die multiplikative 
Besinnung noch fortbesteht. " 

Denn es sei a . b (p ~f- q) dies Produkt, in welchem die (n -f- 1) 

Strecken a, b,....p, q demselben Systeme n-ter Stufe angehören 
sttUen. Zuerst wollen wir annehmen, dass ein Stuck des letzten Fak- 
ten nebet den sammtliehen übrigen Faktoren n unabhängige Strecken 
danitellen, d. h. dass sie nicht einem System niederer Stufe (als dar 
svtaa) angehören sollen. Also dies Stück des letzten Faktors sei p 
angenommen, so muss nach § 20 sieh q als eine Summe von Stücken • 
•darstellen lassen, welche jenen Strecken gleichartig sind, also. 

q — *i + b i + + Pi 

sjesetnt werden können, wenn aj , bj , . . . . pj beziehlieh den Strecken 

a, b, . . . p gleichartig sind. Dann hat man, da a t , b t , . . . , als den 

übrigen Faktoren des Produktes a . b . . . (p -f~ q) gleichartig, in dem 

leisten weggelassen werden können, 

*.b (p + q)— a - b (p + pi) 

nnd dies ist nach § 32, da p und p t gleichartig sind, 

*■• a . b p -}- a . b p t ; 

oder da man in dem letzteren Produkte wieder dem Faktor p t die 
frin w m*«" a t ~f- bi -f- . . .hmzuiugen, also statt p t wieder q setzen 
kann, so hat man 

a.b (p 4" <l) """••*> p + *- D *• 

Die Gültigkeit dieser Gleichung ist zunächst nur bewiesen für den 
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Fall, dass a, b , . . . und eine der Strecken p oder q von einander un- 
abhängig sind, sind Hingegen a , b , . . . . von einander abhängig oder 
diese zwar unabhängig , aber beide Strecken p und q, also auch ihre 
Summe von ihnen abhängig, so werden beide Seiten jener Gleichung 
null , weil die Produkte abhängiger Strecken null sind ; also besteht 
auch für diesen Fall jene Gleichung ; also besteht sie allgemein , so 
lange in jenem Produkte von n Faktoren die sämmtlichen Strecken 
demselben Systeme n-ter Stufe angehören. Da aber nur in diesem 
Falle die Glieder der rechten Seite gleichartig Bind, und bei höheren 
Stufen der Begriff der Addition nur für gleichartige Summanden fest* 
gesetzt ist , so haben wir die multiplikative Beziehung unserer Ver- 
knüpfungsweise zur Addition , so weit diese begrifflich bestimmt ist, 
vollständig dargethan ; und es werden also alle Gesetze dieser Be- 
ziehung (8. § 10.) hier gelten. Sollte sich späterhin ein erweiterter 
Begriff der Addition ergeben, so würde eine solche Verknüpfung nicht 
eher als Addition festgestellt sein , als bis auch ihre additive Be- 
ziehung zu der bisher dargelegten Multiplikation nachgewiesen ist. 
— Ich habe schon oben (§ 34.) festgesetzt, dass wir das Produkt, zu 
dem wir hier gelangt sind, ein äusseres nennen, indem wir mit 
dieser Benennung andeuten wollen, dass diese Art des Produktes nur, 
sofern die Faktoren auseinander treten , und das Produkt eine neue 
Ausdehnung darstellt , einen geltenden Werth hat , hingegen , wen» 
die Faktoren in einander bleiben, gleich null gesetzt war *). Die 
Besultate der Entwicklung können wir in folgendem Satze zu- 
sammenfassen : 

„Wenn man unter dem äusseren Produkte von n Strecken die- 
jenige Ausdehnungsgrösse n-ter Stufe versteht , welche erzeugt 
wird, wenn jedes Element der ersten Strecke die zweite erzeugt, 
jedes so erzeugte Element die dritte u. s. f., und zwar so, dazs 
jede Ausdehnungsgrösse n-ter Stufe als ein den übrigen gleich- 
artiger Theil des Systems n-ter Stufe aufgefasst wird , dem sie 
angehört : so gelten für dasselbe , sofern Produkte aus n Fak- 
toren nur innerhalb desselben Systemes n-ter Stufe betrachtet 
werden , alle Gesetze, welche die Beziehung der Multiplikation 



*) Wie diesem äusseren Produkt ein inneres gegenüberstehe, habe ich 
In der Vorrede angedeutet. 
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sor Addition und Subtraktion ausdrücken , und ausserdem das 

Gesetz, das* die einfachen Faktoren nur mit Zeichenweehsel 

vertauschbar sind." 

§ 37. Wir haben nun hier den Zusammenhang der Multipli- 
kation mit dem bisherigen Begriff der Addition vollständig dar- 
gelegt, und gehen daher zu den Anwendungen über. Die Anwendung 
auf die Geometrie haben wir der Hauptsache nach in § 28 — 30 vor- 
weggenommen. Wir haben jedoch noch die jetzt eingeführten Be- 
nennungen und Bezeichnungen auf jene Darstellung zu Übertragen. 
Es erscheint danach nun der Flächenraum des Spathecks (Parallelo- 
gramms) als äusseres Produkt zweier Strecken, wenn man nämlich 
zugleich die Ebene mit festhält, welcher dasselbe angehört, und 
ebenso der Körperraum des Spathes (Paralellelepipedons) als äusseres 
Produkt dreier Strecken , ohne dass man hier nöthig hat , eine Be- 
stimmung hinzuzufügen, da der Baum stets ein und derselbe ist. 
Jene zwei Strecken bildeten dann die Seiten des Spathecks, und diese 
drei die Kanten des Spathes, und zwar nahmen wir dort die Strecke, 
durch deren Bewegung das Spatheck entstand, als ersten, die die Be- 
wegung messende als zweiten Faktor an, und setzten zwei Spathecke 
als gleich bezeichnet , wenn der zweite Faktor vom ersten aus be- 
trachtet nach derselben Seite hin liegt, wenn nach entgegengesetzter, 
als entgegengesetzt bezeichnet. Hierin liegt schon das Gesetz , dass 

a.b= — b.a 
ist ; denn wenn b von a aus betrachtet nach links liegt, so muss a von 
b aus betrachtet nach rechts hin liegen und umgekehrt. Allein um 
diesem Vertauschungsgesetz , was die hier aufgestellte Multiplikation 
auf eine so auffallende Weise von der gewöhnlichen ausscheidet, eine 
noch anschaulichere Basis zu geben, will ich auch jenes allgemeinere 
Zeichengesetz, von dem dieses eine specielle Folgerung enthält, auf 
geometrische Weise ableiten. Zuerst ist aus dem Begriff des Nega- 
tiven klar, dass, wenn Grundseite und Höhenseite*) eines Spathecks 
gleiche Richtungen**) beibehalten, auch der Flächenraum gleich- 
bezeichnet bleibt, wie sich im Uebrigen auch jene Seiten vergrössern 



*) Diesen Namen gebrauche ich in Ermangelung eines bessern, um die 
der Grundseite anliegende (den zweiten Faktor) zu bezeichnen. 

**) Entgegengesetzte Richtungen werden natürlich nicht als gleiche 
gerechnet« 
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•der verkleinern möge». Wena ferner der Endpunkt der Höhenseite 
in einer mit der Grundseite , oder der Endpunkt der Grundseite in 
einer mit der Höhenseite parallelen Linie fortrückt, während die 
jedesmalige andere Seite dieselbe bleibt , so bleibt der Flächeninhalt 
des Spathecks gleich, also auch gleichbezeichnet. Von diesen beiden 
Veraussetoungen geilen wir aus , um die geometrische Begründung 
des allgemeinen Zeichengesetzes zu liefern. Zunächst ist klar, das» 
bei den angegebenen Veränderungen die Habenseite von der Grund- 
seite ans betrachtet stet* nach derselben Seite hin liegend bleibt, d. h. 
wenn man zuerst in der Richtung der Grundseite , und dann in der 
dbr Höhenseite fortschreitet, so muss man in dem auf jene Weise ver- 
änderten Spatheck nach derselben Seite hin abbiegen, wie in dem ur- 
sprünglichen. Da man nun durch jene Veränderungen, bei welchen 
das Zeichen sich nicht ändert, die Höhenseite sowohl, als nachher die 
Grundseite in jede beliebige Lage bringen kann (nur dass sie beide 1 
nicht zusammenfallen dürfen) , dabei aber immer die Höhenseite von 
der Grundseite au» betrachtet nach derselben Seite hin liegend bleibt, 
und man endlich auch dieselben, wenn man ihre Richtungen festhält, 
beliebig vergröesera und verkleinern kann , ohne dass sieh das Vor- 
zeichen ändert , so folgt daraus , dass alle Spathecke, deren Haben- 
seiten von der Grundseite aus betrachtet nach derselben Seite hinr 
Hegen , auch gleich bezeichnet sein müssen. Dass nun umgekehrt 
diejenigen Spathecke , in welchen die Höhenseiten von den Grund- 
seiten aus betrachtet nach entgegengesetzten Seiten Kegen, auch ent- 
gegengesetzt bezeichnete Flächenräume darstellen, folgt sogleich 
nach dem so eben erwiesenen, wenn es nur für irgend zwei bewiesen 
ist; für a.b und a.( — b) ergiebt sich dies aber sogleich an» de« 
Begriff des negativen. Somit ist jenes allgemeine Zeichengeseti 
auch auf rein geometrischem Wege vollständig erwiesen. Für 
Spathe würden wir auf ganz entsprechende Weise, wenn wir 
hier die erste, zweite und dritte Kante unterscheiden , das Geseta 
aufstellen können : 

„Die Körperräume zweier Spathe sind gleich oder entgegen- 
gesetzt bezeichnet, je nachdem (um es in einem Bilde aus- 
zudrücken) , wenn man den Körper in die Richtung der erstem 
Kante gestellt denkt (die Fasse nach deren Anfangspunkt zu, 
den Kopf nach dem Endpunkt), man, um von der Richtung det 
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zweiten Kante in die der dritten überzogenen , nach «tasel*j*n y 
oder nach verschiedenen flehe* abbiegen mute. u 
§ 38. Um hiervon noch eine anschaulichere Idee zn geben* 
wetten wir die Aasgabe statten : 

„Ein Spatheek in ein ihm. gleiches (und gleich bezeichnetes) zw 
verwandeln , dessen Qmndseite (in derselben Ebene) gegeben* 
ist, aber der des gegebenen Spathecks nicht parallel ist." 
Es sei aß die Grundseite, ay die Höhenseite des gegebenen Spath- 
ecks, ai die Grandseite des gesuchten (vergL Fig. 11.). 

Man ziehe von a die Parallele mit ßd t von y mit <*ß y und. 
nenne den Durchschnitt beider e: so ist as die Habenseite eine* 
solchen Spathecks , welches der Aufgabe Genüge leistet. Denn es> 
ist 

[aß] . [ay] = [aß] . [as], 

weil ys mit aß parallel ist, und 

[afl\ . [as] = [aS] . [as], 
weil ßi parallel as ist. Also auch in der That 

[a&] . [as] — [aß] . [ay]. 
Wollte man die gesammte Schaar der Spathecke haben , welche der* 
Auijgafee genügen , so hätte man noch von s mit ad die Parallele zvl 
ziehen, und den Punkt s in dieser Parallelen veränderlieh zu setzen. 
— Wendet man diese Auflösung auf den Fall an, dass die* Grund- 
seite des gesuchten Parallelogramms der Höhenseite des gegebenem 
identisch ist, so gelangt man durch reine Konstruktion zu der Formell 

a. b ■*■ — • b. a. 
In der That fitffe dann d auf y (vergl. Fig. 11, b) , und zieht man: 
dann von 9 die Parallele mit ai, welche aß in £ t schneide, so über- 
zeugt man sich leicht, dass 

[««,] - [ßa] [aß] 

ist, und die* obige Auflösung ergab 

[aß] . [ay] — [ay] . [as] — [ay] . [a* f ] ; 
also statt a* t , seinen Werth — [aß] gesetzt, und das negative Zeichen* 
dem ganaens Produkte beigelegt, 

[aß] . [ar] - [ay] . - [aß] - 

— [ay].[aß]. 
Da msm steh dies Gesetz des Zeichevrwechsels bei der Vertauschung 
dar Faktoren eines äusserem Produkte* nicht fest genug einprägen 
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kann, indem es den gewöhnlichen Vorstellungen zu widerstreiten 
scheint , so will ich noch auf eine Analogie hindeuten , welche aber 
hier nur als Abschweifung aufgefasst sein will. Nämlich den 
Flächeninhalt eines Spathecks a . b kann man , wenn der von a und 
b eingeschlossene Winkel mit (ab) und die Längen der Strecken a 
und b mit a und b beseichnet werden, ausdrücken durch die 
Formel : 

a . b — a b sin (ab), und 

b . a = b a sin (ba), 

wo das Produkt der Längen das gewöhnliche , also a b = b a ist. 
Da nun die Winkel (ab) und (ba) entgegengesetzt sind, und die 
Sinusse entgegengesetzter Winkel gleichfalls entgegengesetzt sind, 
so ist 

sin (ab) ~ — sin (ba), 

und also auch hiernach 

a.b = — b . a. 

§ 39. Mit der hier gegebenen Entwickelung steht nun die 
Darstellung des Rechtecks durch das Produkt seiner Seitenlängen 
nicht im Widerspruch, sobald man nur die blossen Seitenlangen, 
in irgend einem gemeinschaftlichen Maass gemessen, als Faktoren 
dieses Produktes festhält , und nur meint , dass der absolute (vom 
Zeichen unabhängige) Flächenraum des Rechtecks so oft das Qua- 
drat dieses Maasses enthalten solle, als das Produkt jener Zahlen 
beträgt. Will man aber damit noch mehr ausdrücken, und nament- 
lich behaupten, dass der Flächenraum jenes Rechtecks an sich, 
d. h. auch seinem Zeichen nach, dem Produkt jener Seiten gleich- 
gesetzt werden könne , so steht dies , wenn man eben für das Pro- 
dukt noch die Eigentümlichkeit des algebraischen Produktes fest- 
halten will (wie bisher immer geschehen ist), mit den so eben 
erwiesenen Wahrheiten in offenbarem Widerspruch. Es erscheint 
vielmehr das Parallelogramm (also auch das Rechteck) not- 
wendiger Weise als ein solches Produkt seiner Seiten , in welchem 
die Vertauschung seiner Faktoren nur mit Zeichenwechsel stattfinden 
könne. Wie leicht Übrigens diese Auffassung über bedeutende 
Schwierigkeiten, unter welchen sich selbst die ausgezeichnetsten 
Mathematiker bisweilen verwirrt haben, hinweghilft, wird sich durch 
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folgendes Beispiel zeigen. La Grange führt in seiner r/i^c. anal. *) 
einen Satz von Varignon an, dessen er sich zur Verknüpfung der 
verschiedenen Principien der Statik bedient , und welcher nach ihm 
darin besteht: „dass, wenn man von irgend einem in der Ebene 
eines Parallelogramms genommenen Punkte Perpendikel fallt auf 
die Diagonale und auf die beiden Seiten , welche diese Diagonale 
einfassen (comprennent), das Produkt der Diagonale in ihre Perpen- 
dikel gleich ist der Summe der Produkte beider Seiten in ihre 
beziehlichen Perpendikel, wenn der Punkt ausserhalb des Parallelo- 
gramms (höre du parallelogramme) fallt, oder ihrem Unter- 
schiede, wenn er innerhalb des Parallelogramms fallt. u Dieser 
Satz ist, wie sich sogleich zeigen wird, unrichtig, indem das erstere 
nicht stattfindet, wenn der Punkt ausserhalb des Parallelogramms 
fallt, sondern wenn er ausserhalb der beiden Winkelräume fallt, 
welche der von jenen beiden Seiten eingeschlossene Winkel und 
sein Scheitelwinkel bilden , hingegen das letztere , wenn innerhalb. 
Es versteht sich von selbst, dass das Produkt dabei im gewöhn- 
lichen, algebraischen Sinne genommen ist. Betrachtet man nun 
aber jene Produkte näher , so stellen sie in der That die Flächen- 
räume der Parallelogramme, welche jene beiden Seiten und die 
Diagonale zu Grundseiten haben , und deren der Grundseite gegen- 
überliegenden Seiten durch den angenommenen Punkt gehen , ihrem 
absoluten Werthe nach, d. h. unabhängig vom Zeichen, dar. Hält 
man hingegen das Zeichen dieser Flächenräume fest, so gilt der 
Satz ohne Unterscheidung der einzelnen Fälle sogleich allgemein, 
indem der Flächenraum, der die Diagonale zur Grundseite hat, 
stets die Summe ist der Flächenräume, die die beiden andern 
Seiten zu Grundseiten haben ; und zwar ist der Beweis dieses Satzes 
nach unserer Analyse auf der Stelle gegeben. Denn ist ad die 
Diagonale des Parallelogramms, und sind aß und ay die beiden 
sie einschliessenden Seiten, e endlich der willkührliche Punkt, 
so ist 

weil nämlich [ßi] = [ay] ist, und also nach dem einfachsten Multi- 
plikationsgesetz 



*) P. 14 der neuen Ausgabe. 
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[ad] . [m] = [aU . [««] + [ay] . [as], 
was zu erweisen war. Will man dann den Satz für absolute Flächen- 
räume aussprechen , so hat man nur die Fälle zu unterscheiden , wo 
der Punkt e von jenen beiden Seiten des Parallelogramms aus be- 
trachtet nach derselben, und wo nach verschiedenen Seiten hin liegt, 
woraus sich dann leicht der Satz in der oben gegebenen verbesserten 
Form ergiebt. 

§ 40. Ich will die Anwendungen auf die Geometrie nun mit 
der Lösung der obigen Aufgabe (§ 38) für den dort nicht mit auf- 
genommenen Fall schlies8en, nämlich ein Spatheck in ein ihm 
gleiches zu verwandeln, dessen Seiten mit denen des gegebenen 
parallel sind, aber dessen eine Seite zugleich ihrer Länge nach 
gegeben ist. Ich wähle den Weg, wie ihn unsere Analyse dar- 
bietet. Es sei a . b das gegebene Spatheck , aj die mit a parallele 
Seite des gesuchten und b t die gesuchte mit b parallele Seite desselben, 
für welche die Gleichung 

a . b = aj . b| 
bestehen soll, oder da a ( . b t «■* — b t . a 4 ist, 

a . b -(- bj . aj = 0. 
Da man dem Faktor a das Stück b,, dem Faktor b t das Stück a hin- 
zufügen kann, weil diese Stücke mit dem jedesmaligen andern Faktor 
gleichartig sind, also ihre Hinzufügung das Produkt nicht ändert, so 
hat man 

(»+!>,). b + (» + b,).»| — 0, 
oder 

(a + b 1 ).(a, + b) = ) 
d. h. (a-(-bj) und (aj-j-b) müssen parallel sein. Hierin nun 
liegt die folgende Konstruktion und deren Beweis; nämlich wenn 
a =[«/?], b — [ay] ist (vergl. Fig. 11, c), und ai — [aä], wo 
a , ß, 6 in Einer geraden Linie liegen , so mache man de gleich 
lang und parallel mit ay, also [as] gleich (a t -(- b), ziehe von ß die 
Parallele mit ay, welche as in £ schneide, so ist [/?£] die ge- 
suchte Strecke b t *). 



*) Es versteht sich von selbst, d&ss man diese Aufgabe auch lösen kann 
dnrch zweimalige Anwendung der in § 38 gegebenen Auflösung, indem man 
eine nicht parallele Grundseite zu Hülfe nimmt. 
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§ 41. In der Statik und Mechanik wird der Begriff des 
äusseren Produktes repräsentirt durch den Begriff des Momentes. 
In der That, können wir das Moment einer Kraft in Bezug auf einen 
Punkt definiren als äusseres Produkt, dessen erster Faktor die 
Strecke ist, welche von jenem Punkte (dem Beziehungspunkte) nach 
einem Punkte der geraden Linie , in welcher die Kraft wirkt , ge- 
zogen ist, und dessen zweiter Faktor die Strecke ist, welche die 
Kraft darstellt. Ist also q der Beziehungspunkt , a der Angriffs- 
punkt, d. h. der Punkt, welcher von der Kraft getrieben wird, p die 
Strecke, welche die Kraft darstellt, so ist das Moment 

wobei nach den Gesetzen der äusseren Multiplikation einleuchtet, 
dass es für das Resultat gleichgültig ist, welchen Punkt in der 
Wirkungslinie der Kraft man statt a einfuhren mag ; denn es sei ß 
ein anderer Punkt dieser Linie, also [aß] gleichartig mit p, so 
hat man 

hfl • p = OH + I«fl) • p = [H • p> 

weil das Stück [aß], als dem zweiten Faktor gleichartig, nach 
§ 35 weggelassen werden darf. Und eben so ist unter dem Mo- 
mente einer Kraft , in Bezug auf eine Axe q fS das äussere Produkt 
aus 3 Faktoren verstanden, dessen erster Faktor die als Streck» 
genommene Axe, dessen zweiter Faktor die Strecke von irgend 
einem Punkt der Axe nach irgend einem Punkt in der Wirkungs- 
linie der Kraft und dessen dritter Faktor die Kraft ist, also 

[qg] . [da] . p, 
oder auch es ist das Produkt der als Strecke genommenen Axe in 
das auf irgend einen Punkt der Axe bezügliche Moment der Kraft, 
wobei wieder, aus denselben Gründen wie vorher, gleichgültig ist, 
welche Punkte man in jenen Linien auswählt. Es erscheint also 
das Moment einer Kraft in Bezug auf einen Punkt als Flächenraum 
eines Spathecks, in Bezug auf eine Axe als Körperraum eines 
Spathes, und dabei haben überall zwei Kräfte, welche als Strecken 
gleich sind, nur dann gleiche Momente, wenn sie auch in der- 
selben geraden Linie wirken. Ferner verstehen wir unter dem Ge- 
sammtmoment mehrerer Kräfte , welche in derselben Ebene liegen, 
in Bezug auf einen Punkt der Ebene die Summe aller auf jenen 

Punkt bezüglichen Momente derselben, und ebenso unter dem 

6* 
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Gesammtmoment mehrerer Kräfte in Bezug auf eine Axe die 
Summe aller auf diese Axe bezüglichen Momente. Da Kraft und 
Bewegung nach § 25 und 26 durch dieselbe Strecke dargestellt 
werden, indem die Kraft eben nur die der Bewegung supponirte, 
und also ihr gleich zu setzende Ursache ist, so ist schon ohne 
weiteres klar, was unter dem Moment der Bewegung und unter 
dem Ge8ammtmoment mehrerer Bewegungen verstanden ist; doch 
erinnern wir hier noch einmal daran, dass die Bewegung (nach § 26) 
nur für die Masseneinheit der Geschwindigkeit gleich gesetzt werden 
könne, und dass gleiche Bewegungen nur dann gleiche Momente 
haben, wenn sie in derselben geraden Linie fortschreiten. — 
Wie leicht sich nun vermittelst unserer Analyse hieraus alle all- 
gemeinen Gesetze der Statik und Mechanik , welche sich aufs Mo- 
ment beziehen, ableiten lassen, wird die folgende Entwickelung 
zur Gentige zeigen. Ich bemerke nur noch vorläufig , dass wir im 
zweiten Abschnitte dieses Theils*) einen noch einfacheren Aus- 
druck des Momentes und in dem nächsten Kapitel (§ 57) eine Ver- 
allgemeinerung des Begriffe des Gesammtmomentes kennen lernen 
werden. 

§ 42. Die Hauptsache bei der Anwendung des Begriffe des 
Momentes ist, dass das Gesammtmoment aller inneren Kräfte in 
Bezug auf jede beliebige Axe, und in Bezug auf jeden Punkt gleich 
null ist; doch können wir das letztere hier nur beweisen, wenn 
alles in derselben Ebene liegt**). Man versteht nämlich unter 
inneren Kräften bekanntlich solche, welche sich paarweise in der 
Art entsprechen , dass die Kräfte jedes Paares in derselben geraden 
Linie wirken und einander entgegengesetzt gleich sind; und wir 
können sogleich zeigen , dass die Momente jedes solchen Paares in 
Bezug auf jeden Punkt und jede Axe zusammen null sind. In der 
That, betrachtet man z. B. in Bezug auf eine Axe jene beiden Mo- 
mente, welche nach dem Früheren äussere Produkte aus drei Fak- 
toren sind , so sind die beiden ersten Faktoren in beiden Produkten 
vollkommen gleich , der erste Faktor als die gemeinschaftliche Axe 
darstellend, der zweite als Verbindungsstrecke zwischen denselben 



*) § 115. 
**) Der Beweis für den allgemeinen Fall folgt in § 57. 
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Linien ; der dritte aber , welcher die Kraft darstellt , ist entgegen- 
gesetzt gleich; folglich sind auch beide Momente einander ent- 
gegengetzt gleich, also ihre Summe null. Da nun das Gesammt- 
moment jedes einzelnen Paares der inneren Kräfte null ist, so ist 
auch das aller Paare , d. h. aller inneren Kräfte null. Auf ganz 
entsprechende Weise, wie wir dies in Bezug auf eine Axe dargethan 
haben , ergiebt es sich auch in Bezug auf einen Punkt , wenn alles in 
derselben Ebene liegt , weshalb wir uns dieses Beweises entschlagen 
dürfen. 

§ 43. Da nun die einem Punkte mitgetheilte Bewegung stets 
gleich ist der ihm mitgetheilten Kraft , so wird auch das Gesammt- 
moment der einem Punktvereine innerhalb eines Zeitraums mitge- 
theilten Bewegungen gleich dem Gesammtmoment der ihm während 
dieser Zeit mitgetheilten Kräfte sein, und da das der inneren Kräfte 
null ist, gleich dem Gesammtmomente der jenem Punktverein von 
aussen mitgetheilten Kräfte , und zwar in Bezug auf jede beliebige 
Axe, und, wenn die Kräfte in derselben Ebene liegen, auch in Be- 
zug auf jeden Punkt derselben. Dies Gesetz , was hier in einer 
so einfachen Form erscheint, ist von der grössten Allgemeinheit 
und überall aufs leichteste anwendbar. Soll z. B. Gleichgewicht 
stattfinden; so müssen die mitgetheilten Bewegungen alle null 
sein, also auch deren Gesammtmoment, und man hat also fuVa 
Gleichgewicht die Bedingung, dass das Gesammtmoment der von 
aussen mitgetheilten Kräfte in Bezug auf jede Axe null sein muss ' r 
so auch namentlich bei festen Körpern, bei welchen die Kräfte r 
die den festen Zustand erhalten, als innere erscheinen. Ist aber 
der feste Körper in einem Punkt oder in einer Linie befestigt, um 
welche er sich frei schwenkt , so ist die Kraft , durch welche jener 
Punkt oder jene Linie desselben in ihrer festen Lage erhalten wird, 
eine äussere, die aber nur als Widerstand leistende aufgefasst 
und daher zunächst als unbekannte gesetzt wird. Man hat daher, 
um die Bedingungsgleichung des Gleichgewichts zu finden, jene 
unbekannte Kraft herauszuschaffen. Dies geschieht vermittelst 
unserer Analyse aufs leichteste. Ist nämlich a der feste Punkt, 
x die Widerstand leistende Kraft, welche diesen Punkt fest hält, 
so muss man die Axe (qö) , in Bezug auf welche man die Moment- 
gleichung nimmt, so wählen, dass das Moment der Kraft x ver- 
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schwindet, d. h. [q&] . [tra] . x =» wird, für jeden beliebigen Werth 
von x, d. h. es muss [q&] . [<fa\ = sein, oder die Axe QQ muss 
durch den Punkt a gehen. Somit haben wir dann als Bedingung, 
unter welcher nur Gleichgewicht stattfinden kann, dass das Ge- 
sammtmoment der von aussen wirkenden Kräfte in Bezug auf jede 
durch den befestigten Punkt gehende Axe null sein muss. Soll eine 
Axe des Körpers befestigt sein, so kann man zwei befestigte Punkte 
annehmen , also zwei Widerstand leistende Kräfte , welche heraus- 
fallen , wenn die Axe , in Bezug auf welche die Moment-Gleichung 
genommen wird, durch jene beiden Punkte zugleich gelegt wird; 
also hat man dann als Bedingung , unter welcher nur Gleichgewicht 
stattfinden kann, dass das Gesammtmoment der von aussen wirkenden 
Kräfte in Bezug auf die befestigte Axe null sein muss. 

§ 44. Wir haben in dem Begriff des Moments zugleich eine 
schöne Bestätigung des Gesetzes, dass innerhalb derselben Ebene 
das äussere Produkt zweier Strecken sein Zeichen so lange bei- 
behält , als der zweite Faktor vom ersten aus betrachtet nach der- 
selben Seite hin liegt, im entgegengesetzten Falle aber sein Zeichen 
ändert. Denn betrachtet man Kräfte in einer Ebene , welche um 
einen Punkt drehbar gedacht wird , so werden die Kräfte sich dann 
verstärken , wenn sie , vom Drehungspunkte aus betrachtet , nach 
derselben Seite hin gerichtet sind, hingegen sich ganz oder theil- 
weise aufheben , wenn nach entgegengesetzter ; so dass in der That 
durch den Begriff des Momentes, nach welchem die Natur selbst 
verfährt, jener Begriff des äusseren Produktes gerechtfertigt wird. 
Ich glaube nun, das? das Anfangs auffallende Zeichengesetz durch 
die ganze Reihe der Betrachtungen , wie wir sie in den verschieden- 
artigsten Beziehungen angestellt haben , das Auffallende ganz ver- 
loren hat, und vielmehr jetzt nicht nur als das begrifflich not- 
wendige, sondern auch als das durch die Natur selbst gerechtfertigte 
und in ihr sich überall bewährende erscheint. 

§ 45. Da88 nun die äussere Multiplikation, da sie den Begriff 
des Verschiedenartigen wesentlich voraussetzt , auf die Zahlenlehre 
keine so unmittelbare Anwendung findet, wie auf die Geometrie und 
Mechanik, darf uns freilich nicht wundern, indem die Zahlen ihrem 
Inhalte nach als gleichartige erscheinen. Aber desto interessanter 
ist es , zu bemerken , wie in der Algebra , sobald an der Zahl noch 
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die Art ihrer Verknüpfung mit andern Grössen festgehalten, und in 
dieser Hinsicht die eine als von der andern formell verschiedenartig 
aufgefaßt wird, auch die Anwendbarkeit der äusseren Multiplikation 
mit einer so schlagenden Entschiedenheit heraustritt , dass ich wohl 
behaupten darf, es werde durch diese Anwendung auch die Algebra 
eine wesentlich veränderte Gestalt gewinnen. Um hiervon eine Idee 
zu geben , will ich n Gleichungen ersten Grades mit n Unbekannten 
setzen, von der Form 

*i x t + ** x s + H" Ä n x n *- ao 

b i x i + t>a x s + + b n x n -= b 



8 1 x 1 + ** X 2 + + 8 n x n = 8 , 

wo Xj x n die Unbekannten seien. Hier können wir die Zahlen- 

koefficienten , welche verschiedenen Gleichungen angehören , sofern 
wir diese Verschiedenheit an ihrem Begriff noch festhalten , als ver- 
schiedenartig ansehen , und zwar alle als an sich verschiedenartig, 
d. h. als unabhängig in dem Sinne unserer Wissenschaft , die einer 
und derselben Gleichung als unter sich in derselben Beziehung 
gleichartig. Addiren wir nun in diesem Sinne alle n Gleichungen 
und bezeichnen die Summe des Verschiedenartigen in dem Sinne 
unserer Wissenschaft mit dem Verknüpfungszeichen -j-, indem die 
gleichen Stellen in den so gebildeten Summenausdrücken immer dem 
Gleichartigen zukommen sollen, so erhalten wir 

• •• • • • • ••• 

(*i + bi + .. + B i) x i + ( a « + b a + -- + 8 a) x ! +--+( a n + b n 

• * • • • 

-f- • . + 8n) x n = (*0 + b o + • • • 4- S ), 

oder bezeichnen wir (aj -f- b| -{- -[- Sf) mit p t und entsprechend 

die übrigen Summen, so haben wir 

• • • 

Pi x i + Pi 3 ^ + + P* x n = Po- 
Aus dieser Gleichung, welche die Stelle jener n Gleichungen ver- 
tritt , lägst sich nun auf der Stelle jede der Unbekannten , z. B. x f 
finden, wenn wir die beiden Seiten mit dem äusseren Produkte 
aus den Koefficienten der übrigen Unbekannten äusserlich multi- 

pliciren , also hier mit p§ . p* p B . Da nämlich , wenn man die 

Glieder der linken Seite einzeln multiplicirt , nach dem Begriff des 
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äusseren Produktes (§ 31) alle Produkte wegfallen, welche zwei 
gleiche Faktoren enthalten, so erhält man 

Pl • Pl • PS P*** ™ Po • Pi • Pl P*- 

Also da beide Produkte, als demselben System n-ter Stufe angehörig 
einander gleichartig sind, so hat man 

PS'Pl'P» P» »\ 

X| = ;. 

Pl -Pl-Ps — p« 

Also jede Unbekannte ist einem Bruche gleich , dessen Nenner das 
äussere Produkt der Koefficienten p f . . . p n ist , und dessen Zähler 
man erhält, wenn man in diesem Produkt statt des Koefficienten 
jener Unbekannten die rechte Seite , nämlich p , als Faktor setzt. 
Alle Unbekannten haben also denselben Nenner, und werden unbe- 
bestimmt oder unendlich, wenn dieser Nenner null wird, d. h. 

Pi-Pa Pn=0 

ist. 

§ 46. Dass jene Ausdrücke für x t x n , nicht etwa blosse 

Rechnungsformen darstellen, sondern die vollkommenen Lösungen 
der gegebenen Gleichungen enthalten, wird noch deutlicher erhellen, 
wenn wir für irgend eine bestimmte Anzahl von Gleichungen statt 
Pl etc. ihre Werthe substituiren. Man hat für drei Gleichungen 

PiPa-Pi 
wo 

Po = (*o + *>e + c ), pi = (a, -j-bj -j- et), etc. 
ist, und zwar a^ gleichartig ist mit a^ u. s. w. Substituiren wir 
diese Ausdrücke in obiger Gleichung, multipliciren durch, indem 
wir die Produkte der gleichartigen Grössen, da sie null werden, 
auslassen, und ordnen entsprechend mit Beobachtung des für äussere 
Produkte festgestellten Zeichengesetzes , so haben wir sogleich , wie 
man bei geringer Uebung ohne weiteres aus obiger Formel ablesen 
kann, 

2 ) x ^ •o p > c t — »QPiCi + iiPiCo — aaPQCs-f-agboC» — «tPiC» 

ajbtc, — atbaCj + atDjCt — »i W <* + a s b, <* — a^c/ 

worin wir, da alles entsprechend geordnet ist, wieder die gewöhnliche 



*) Di« Gesetse der äusseren Multiplikation und Division lassen übrigens 
kein Heben im Zähler und Nenner su, vergl. Kapitel IV. 
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Multiplikationsbezeichnung einfuhren konnten. Dies ist die bekannte 
Formel , durch welche ans drei Gleichungen mit drei Unbekannten 
eine derselben bestimmt wird , und es zeigt sich , wie dieselbe voll- 
kommen in der so sehr viel einfacheren Formel 1) enthalten ist. 

Wir haben hier , um sogleich die Anwendbarkeit unserer Ana- 
lyse auch an einem Beispiele, welches nicht mehr auf die drei Dimen- 
sionen beschränkt ist , darzuthun , etwas vorgegriffen, indem der Be- 
griff der Zahl und der Division , den wir hier anwandten , erst den 
Gegenstand des vierten Kapitels ausmachen werden ; wir werden je- 
doch späterhin noch einmal auf diesen Gegenstand der Anwendung 
zurückkommen , und dort das Verfahren auch ausdehnen auf Glei- 
chungen höherer Grade. 



Drittes Kapitel. 

Verknüpfung derAusdehnungsgrössen höhere r 

Stufen. 

§ 47. Durch die äussere Multiplikation sind höhere Ausdeh- 
nungsgrössen entstanden , die Verknüpfungen derselben haben wir 
bisher nur betrachtet, sofern gleichartige Ausdehnungsgrössen addirt 
werden sollten, indem die Addition sich hier auf den allgemeinen Be- 
griff des Zusammendenkens gründete, welcher überhaupt die Addition 
des Gleichartigen (wenn dasselbe gleich bezeichnet ist) charakterisirt. 
Vermöge dieses Begriffs hatten wir die im vorigen Kapitel darge- 
legten Gesetze entwickelt. Das Grundgesetz der Multiplikation, dass 
man statt des zerstückten Faktors seine Stücke einzeln einfuhren, und 
die so gebildeten Produkte addiren dürfe, fand daher seine Beschrän- 
kung darin, dass die dadurch entstehenden Produkte, um sie nach den 
bisherigen Begriffen addiren zu können, gleichartig sein mussten. 
Um diese Beschränkung aufzuheben, werden wir daher den Begriff 
der Addition für höhere Ausdehnungsgrössen erweitern müssen. Der 
so erweiterte Begriff muss von der Art sein, dass er erstens bei gleich- 
artigen Ausdehnungsgrössen in den gewöhnlichen umschlägt, und das» 
für ihn die Grundbeziehung der Addition zur Multiplikation gilt» 
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Natürlich muss dann für dieselbe die Geltung der Additionsgesetze 
nachgewiesen werden, ehe jene Verknüpfung als Addition fixirt 
werden kann. Somit ist klar, das«, wenn es Überhaupt eine Addition 
ungleichartiger Ausdehnungsgrössen höherer Stufen giebt, das Gesetz 
bestehen muss 

A.b + A.c = A.(b + c), 
wo b und c Strecken vorstellen. Nennen wir schon vorläufig diese 
Verknüpfung eine Addition, um einen bequemeren Wortausdruck zu 
liaben, so würden wir die Definition aufstellen können : 

Zwei äussere Produkte n-ter Stufe , welche einen gemeinschaft- 
lichen Faktor (n — 1) ter Stufe haben , addirt man , indem man 
die ungleichen Faktoren addirt, und dieser Summe den gemein- 
schaftlichen Faktor auf dieselbe Weise hinzufügt , wie er den 
Stücken hinzugefügt war. 

§. 48. Dieser formellen Definition müssen wir zuerst dadurch 
eine anschaulichere Bedeutung geben, dass wir untersuchen, wie weit 
«de reicht , d. h. welche Ausdehnungsgrossen man nach ihr addiren 
kann. Es leuchtet sogleich ein, dass zwei Aasdehnungsgrossen 
n-ter Stufe nur dann nach dem aufgestellten Begriffe summirbar 
sind, wenn sie demselben Systeme (n -|- 1) ter Stufe angehören; wir 
werden aber zeigen , dass sie alsdann auch immer summirbar sind, 
indem je zwei Ausdehnungsgrössen n-ter Stufe A n und B„ , welche 
demselben Systeme (n -(- 1) ter Stufe angehören, sich stets auf einen 
gemeinschaftlichen Faktor (n — 1) ter Stufe bringen lassen. Sind zu- 
erst A n und B n gleichartig, so leuchtet es unmittelbar ein, indem wenn 
(n — 1) einfache Faktoren von A n konstant bleiben, der n-te aber sich 
beliebig durch Fortschreitung oder Rückschreitung verändert, auch das 
Produkt jeden beliebigen mit A n gleichartigen Werth, also auch den 
Werth B„ annehmen kann. Hierin liegt zugleich, dass man jede 
Ausdehnung n-ter Stufe auf (n — 1) beliebige Faktoren, welche dem- 
selben System n-ter Stufe angehören und von einander unabhängig 
sind, bringen kann. Sind A n und B n ungleichartig, so sei 

An -~— a^ • a<| ...... a^ , 

wo aj a n Strecken vorstellen , welche von einander unabhängig 

sind. Dann muss B n nothwendig wenigstens Einen Faktor enthal- 
ten, welcher von den sämmtlichen Strecken a t . . . . a n unabhängig ist ; 
es sei an +1 ein solcher Faktor, und also 
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.Da = D| . Dg . . . . bn — | • An -{-1 • 

Da in einem System (n -}- 1) ter Stufe nicht mehr als (n -]- 1) von 
einander unabhängige Strecken angenommen werden können, so muss 
jeder von den Faktoren b t . . . . b n _ t von jenen Strecken a^ . . . . a n +f 
abhängig sein , d. h. sich als Summe darstellen lassen , deren Stücke 
diesen Strecken gleichartig sind. Denkt man sich nun jeden dieser 
Faktoren bj . . . b n _ t als solche Summe dargestellt, so kann man nun 
in jeder dasjenige Stück , was mit a n +f gleichartig ist , weglassen, 
ohne den Werth des Produktes B n zu ändern (vergl. § 35). Nach 
dieser Weglassung sei das Produkt bj . b 9 . . . . b n _ f Übergegangen in 
Cn_i, so ist also 

B n ■■« C n _i . a n ^_| . 
Die Faktoren von C n _ j sind nur noch von den Strecken a, . . . . a n , 
d. h. von den Faktoren der Ausdehnungsg rosse A n abhängig ; oder 
mit andern Worten , sie gehören dem Systeme A n an , folglich wird 
sich A n nach der im Anfang dieses § angewandten Schlussfolge auf 
den Faktor C n _i bringen lassen , wenn der n-te Faktor willkührlich 
gewählt werden darf; somit lassen sich beide Ausdehnungsgrössen 
A n und B n auf den gemeinschaftlichen Faktor C n _j bringen, welcher 
von (n — 1) ter Stufe ist oder, wie wir uns auch kürzer ausdrücken, 
beide haben eine Ausdehnungsgrösse (n — 1) ter Stufe gemeinschaft- 
lich. So wird nun die obige Definition so umgewandelt werden 
können : 

„Zwei Ausdehnungsgrössen n-ter Stufe, welche demselben 
System (n -(- 1) ter Stufe angehören , werden addirt , indem 
man sie auf einen gemeinschaftlichen Faktor (n — 1) ter Stufe 
bringt, und die Summe der ungleichen Faktoren mit diesem 
gemeinschaftlichen Faktor verknüpft. 

§ 49. Um nun die Geltung der Additionsgesetze , oder viel- 
mehr zunächst nur die der Grundgesetze nachzuweisen , haben wir 
zuerst die Vertauschbarkeit der Stücke darzuthun. Diese Stücke 
werden sich nach dem vorigen § darstellen lassen in der Form A.b 
und A . c. Nun ist 

A.b + A.c=-A.(b + c) = A.(c + b)=-A.c + A.b, 
also sind die Stücke vertauschbar. Das zweite Gesetz, dessen 
Geltung nachgewiesen werden muss, ist, dass 

(A + B) + C — A + (B + C) 
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sei, auch dann, wenn A, B, C Ausdehnungen n-ter Stufe in demselben 
Systeme (n-j-1) ter Stufe sind, und die Addition den vorher be- 
zeichneten Begriff haben soll. Wir haben zu dem Ende die Frage 
zu beantworten, was drei solche Ausdehnungen gemeinschaftlich haben 
werden. Nun ist schon im vorigen § gezeigt, dass je zwei derselben 
eine Ausdehnung (n— 1) ter Stufe gemeinschaftlich haben müssen; 
so z. B. hat B sowohl mit A als mit C eine solche gemeinschaftlich; 
und da diese beiden Ausdehnungen (n — l)ter Stufe, nämlich, welche 
B mit A, und welche es mit C gemeinschaftlich hat, demselben 
Systeme B*), also demselben Systeme n-ter Stufe angehören, so 
haben sie nach demselben Satze des vorigen § eine Ausdehnung 
(n — 2) ter Stufe gemeinschaftlich, und diese ist somit allen 3 Grössen 
A, B, C gemeinschaftlich. Es sei D dieser gemeinschaftliche Faktor 
(n — 2) ter Stufe, so werden sich jene drei Grössen, da Überdies je 
zwei eine Ausdehnung (n — 1) ter Stufe gemeinschaftlich haben, auf 
die Formen bringen lassen 

A = D . b . c, B = D.a.c, C ■= D . a . bi- 
Nämlich je zwei derselben werden ausser D noch einen gemeinschaft- 
lichen Faktor erster Stufe haben, dessen Grösse aber willkührlich ist. 
Dieser sei zwischen A und B c, zwischen B und C sei er a, und zwar 
sei die Grösse von a so bestimmt , dass B = D . a . c sei ; der gemein- 
schaftliche Faktor, auf welchen A und C gebracht werden können, 
sei ausser D der Faktor b, oder ein mit b gleichartiger b t , und zwar 
seien b und b t so gewählt, dass 

A = D . b . c und C = D . a . bj 
sei. Nachdem nun A, B, C auf diese Form gebracht sind, zeigt sich, 
dass sich (A -f- B) -|- C durch die folgenden Umgestaltungen in 
A -j- (B -(- C) verwandeln lässt. Erstens 

(A -f B) + C = (D.b.c + D.a.c) -}- D.a.b t . 
Wir haben nun die durch die Klammer angedeutete Summation so 
vollziehen. Nun lässt sich der Ausdruck D . b . c -j- D . a . c zurück* 
führen auf D . (b -f- a) . c ; man kann nämlich zuerst in beiden Sum- 
manden c auf die vorletzte Stelle bringen, wobei die Vorzeichen sich 
ändern, dann kann man nach der Definition die Summation vor- 



*) Wir benennen das System eben so wie die Ausdehnung, welche 
einen Theil von ihm bildet, weil keine Zweideutigkeit möglich ist. 
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nehmen , und endlich mit derselben Zeichenändernng den summirten 
Faktor wieder auf die alte Stelle bringen und erhält 

(A + B) + C«=D.(b + a).c + D.a.bt. 
Um nun diese beiden Glieder summiren zu können, hat man nur statt 
D . a . bi zu setzen D . (b -f- a) . b t , was verstattet ist , weil b mit b t 
gleichartig ist, und man den Faktoren, ohne das Resultat zu ändern, 
Stücke hinzufügen darf, welche den andern Faktoren gleichartig 
sind (§ 34). Führt man dann auf der rechten Seite die Summation 
aus, so hat man 

(A + B) + C = D.(b + a).(c + b,), 
wodurch man die drei Glieder auf eins zurückgeführt hat*). In 
diesem Gliede kann man nun zuerst die Summe b -f- a wieder auf- 
lösen und erhält auf der rechten Seite den Ausdruck 

D . b . (c -f- bi ) -j- D . a . (c -f b, ). 
In dem ersten Gliede dieses Ausdrucks kann nun wieder (§ 34) das 
Stück b t weggelassen und das zweite Glied aufgelöst werden, 
dadurch verwandelt sich der ganze Ausdruck in D . b . c -f- (D . a . c 
-|- D . a . bi), d. h. im A -j- (B -}- C) und man hat also in der That 

(A + B) + C = A + (B + C). 
§ 50. Es ist nun noch das dritte Grundgesetz (§ 6) zu er- 
weisen, dass nämlich das Resultat der Subtraktion eindeutig ist , oder 
dass , wenn das eine Stück unverändert bleibt , das andere aber sich 
ändert , auch die Summe sich ändern müsse. Es sei innerhalb eines 
Systems (n -(- 1) ter Stufe 

A-f-B = C, 
wo A, B und C von n-ter Stufe sind. Es ändere sich B in B -f- D, 
so wird nun 

A + (B + D) = (A + B) + D = C + D 
sein , und es ist zu zeigen, dass wenn B -|- D von B verschieden ist, 
auch C -j- D von C verschieden sein müsse. Das erstere setzt 
voraus , dass D nicht null sei , nun können wir aber zeigen , dass, 
wenn D nicht null ist, es auch zu einer Grösse (C) hinzugelegt, 
ihren Werth ändern müsse. Unmittelbar ist dies klar , wenn C und 
D gleichartig sind , indem das durch Zusammendenken des Gleich- 

*) Man könnte nun zeigen, dass der Ausdruck : A + (B + C) sich auf 
dasselbe Glied zurückfuhren Hesse, allein wir setzen den einmal ein- 
geschlagenen Weg der fortschreitenden Umwandlung fort 
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artigen hervorgegangene nothwendig von jedem der Stücke ver- 
schieden ist. Sind aber C und D verschiedenartig, so läset sich leicht 
zeigen, dass ihre Summe mit beiden verschiedenartig ist (immer 
vorausgesetzt, dass keine von beiden null ist). Da alles in demselben 
Systeme (n -f- 1) ter Stufe angenommen ist, so werden C und D sich 
auf einen gemeinschaftlichen Faktor (n — 1) ter Stufe bringen lassen. 
Es sei dieser £ und 

C — E.c, D — E.d;alsoC + D = E(c + d). 
Sind nun C und D verschiedenartig , so darf d nicht in dem Systeme 
E . c enthalten sein , also ist auch (c -(- d) nicht in ihm enthalten ; 
also auch E (c -|- d) mit E . c verschiedenartig , also kann es ihm 
auch nicht gleich sein. Somit wird durch Hinzulegen der Grösse D 
auch die Grösse C geändert ; wenn also das eine Stück jener Summe 
sich ändert , während das andere dasselbe bleibt , so muss auch die 
Summe sich ändern. Soll folglich die Summe und das eine Stück 
derselben unverändert bleiben, so muss es auch das andere, d. h. das 
Resultat der Subtraktion ist eindeutig. Da nun alle drei Grund- 
gesetze der Addition und Subtraktion hier gelten, so gelten auch 
alle Gesetze derselben. Die Grundbeziehung dieser Addition zur 
Multiplikation ist noch nicht vollständig dargelegt; nach der 
Definition ist zwar 

A.b + A.c — A.(b-f-c); 
allein es ist auch zu zeigen, dass 

(A + B).c = A.c-f B.c 
ist , wenn A und B Grössen n-ter Stufe in einem Systeme (n -(- 1)- 
ter Stufe sind. Dann kann man A =» E . a , B = E . b setzen (nach 
§ 48), und hat 

A.c-|-B.c — E.a.c-f-E-b« c « 
Der rechts stehende Ausdruck lässt sich , wenn man a und b zuerst 

auf die letzte Stelle bringt (wobei sich das Zeichen ändert), dann 
nach der Definition summirt, und endlich den Faktor (a -f- b) wie- 
der auf die vorletzte Stelle zurückbringt (wobei das Zeichen wieder 
das ursprüngliche wird) , verwandeln in E . (a -[- b) . c , d. h. in 
(A -f- B) . c, also die Richtigkeit jener Gleichung bewiesen. Da so- 
mit die Grundgesetze der Beziehung zwischen Addition und Multi- 
plikation hier gelten , so gelten auch alle Gesetze dieser Beziehung, 
und unsere Verknüpfungsweise ist daher sowohl an sich, als auch 
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in ihrer Beziehung als wahre Addition nachgewiesen. Somit kön- 
nen wir nun den Hauptsatz des vorigen Kapitels (§ 36) dahin er- 
weitern : 

„Für äussere Produkte gelten, wenn Produkte aus n ein- 
fachen Faktoren nur in einem Systeme (n -|- 1) ter Stufe be- 
trachtet werden, alle Gesetze der Addition und Subtraktion, 
und alle Gesetze der Beziehung zwischen ihnen und der Mul- 
tiplikation , wenn man die für diese Verknüpfungen aufgestell- 
ten Begriffe festhält. u 

§ 51. Auch dies Gesetz hat also noch eine Beschränkung in. 
sich , was darin seinen Grund hat , dass wir höhere Ausdehnungen 
bisher nur addiren konnten, wenn sie einem und demselben Sy- 
steme nächst höherer Stufe angehörten. Wir müssen nun, um 
das Gesetz in seiner Allgemeinheit aufstellen zu können, auch 
zeigen, was unter der Summe von Ausdehnungen, welche in be- 
liebig höheren Systemen liegen , verstanden sein könne. Wollten 
wir hier denselben Weg einzuschlagen versuchen , wie in den vor- 
hergehenden Paragraphen , und also als Summe zweier Grössen 
A . B und A . C , welche nicht demselben Systeme nächst höherer 
Stufe angehören, die Grösse A . (B -f- C) auffassen, so würde dies zu 
nichts fuhren , da dann B und C auch Ausdehnungen höherer Stufen 
sind, welche nicht einem und demselben Systeme nächst höherer 
Stufe angehören, und also die eine Summe ihrer Bedeutung nach 
eben so unbekannt ist, wie die andere. Es bleibt uns also nichts 
übrig , als den Begriff der Summe in diesem Falle rein formell auf- 
zufassen, ohne dass es möglich wäre, eine Ausdehnung aufzuweisen, 
welche als die Summe sich darstellte. Wir definiren daher die 
Summe von Ausdehnungen n-ter Stufe , welche einem höheren Sy- 
steme als dem (n -[- 1) ter Stufe angehören , dadurch , dass die 
Grundgesetze der Addition auf dieselbe anwendbar sein sollen, d. h. 
also als „dasjenige, was konstant bleibt, welche Veränderungen man 
auch mit der Form der Summe durch Anwendung der Additions- 
und Subtraktions-Gesetze vornehmen mag. u Es erscheint somit 
diese Summe nicht mehr als reine Ausdehnung, d. h. als solche, 
welche durch fortschreitende Multiplikation der Strecken gewonnen 
werden könnte, sondern sie tritt als Grösse von neuer Art, und zwar 
zunächst als Grösse von blos formeller Bedeutung hervor, die wir 



80 Verknüpfung höher et Ausdehnungen. § 52 

daher am passendsten mit dem Namen der Summengrösse belegen 
könnten ; wir fassen sie mit der Ausdehnung unter dem Begriffe der 
Ausdehnungsgrösse zusammen. Um ihre konkrete Bedeutung zu 
gewinnen, mttssten wir ihren Bereich ausmitteln, d. h. aufsuchen, wie 
sich die Form der Summe , die in dem Werth der Stücke besteht, 
Ändern könne , ohne dass der Werth der Summe selbst sich ändere. 
Dadurch erhalten wir eine Reihe von konkreten Darstellungen jener 
formellen Summe, und die Gesammtheit dieser möglichen Dar- 
stellungen in Eins zusammengeschaut, wie die Arten einer Gattung 
(nicht wie die Theile eines Ganzen), würde uns den konkreten Begriff 
Tor Augen legen. — Indessen da diese Summengrösse nicht eher als 
in dem Systeme vierter Stufe eintreten kann , sie also im Räume, als 
einem Systeme dritter Stufe , keine Anwendung findet , so versparen 
wir uns diese Darstellung bis zum siebenten Kapitel, in welchem sich 
die Bedeutung einer solchen Summe auf einem verwandten Gebiet 
ergeben , und sich durch Anschauungen sowohl der Geometrie , als 
besonders der Statik fruchtreich gestalten wird. 

§ 52. Dagegen dürfen wir unsere Aufgabe nicht fallen lassen, 
das in diesem und dem vorigen Kapitel gewonnene Gesetz von allen 
Schranken , in denen es noch zusammengeengt ist , zu befreien , und 
^also auch die Beziehung der Multiplikation zu dieser Addition auf- 
zufassen. Aber da die formelle Summe keine Ausdehnung darstellt, 
so ist auch das äussere Produkt jener formellen Summe in eine 
Strecke noch nicht seiner Bedeutung nach bestimmt. Nun muss auch 
diese wiederum formell durch das Fortbestehen der multiplikativen 
Beziehung bestimmt werden , und wir haben somit , wenn es über- 
haupt eine solche Multiplikation jener Summengrössen geben soll, 
dieselbe so zu definiren, dass 

(A-fB-f-C+....).p = A.p-fB.p + C.p+.... 
sei. Doch dürfen wir dies nur dann festsetzen , wenn bei dem Kon- 
stantbleiben von A -f- B -f- C -f- . . . auch A.p-j-B.p-f-C.p-f-... 
konstant bleibt, indem das Wesen der Summe nur in diesem Konstant- 
bleiben besteht, und das Princip der Gleichheit das gleichzeitige 
Konstantbleiben erfordert. Also haben wir zu zeigen, dass, wenn 

A + B-f .... — P-f Q-f ... 
ist, auch 

A.p-[-B.p-j-«-»™"P'P-f-Q.p + «- 
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sein müsse. Dies ergiebt sich aber leicht, indem, wenn A -J- B -f- . . . 
der Summe P -f- Q -(- . . . gleich gesetzt wird , und beides formelle 
Summen sind , durch blosse Anwendung der Additionsgesetze (an- 
dere Anordnung, Zusammenfassung der Stücke, Auflösung der 
Stücke in kleinere Stücke) aus der einen die andere hervorgehen 
muss. Da nun jeder solchen Veränderung, welche ohne Aenderung 
des Gesammtwerthes verstattet ist , eine ebensolche mit den um den 
Faktor p vermehrten Grössen entspricht, so wird, wenn man mit 
diesen die entsprechenden Operationen, wie mit jenen vornimmt, 
gleichzeitig, während sich A -}- B -|- — in P -|- Q -|- . . . . verwandelt, 
auch A . p -|- B . p -|- . . . in P.p-j-Q.p-j-... übergehen. Somit 
wird es gestattet sein, jene Definition festzustellen, welche hiernach 
nichts ist, als eine abgekürzte Schreibart. 

§ 53. Da ferner , wenn mit mehreren Strecken fortschreitend 
d. h. so multiplicirt wird, dass das jedesmal gewonnene Resultat 
mit dem nächstfolgenden Faktor multiplicirt wird, das Gesammt- 
produkt stet« gleichen Werth behält, sobald das Produkt jener 
Strecken sich gleich bleibt, so können wir abkürzend statt jener 
Strecken , mit welchen fortschreitend multiplicirt ist , ihr Produkt 
setzen. Hierdurch ist der Begriff des Produktes zweier Ausdehnungen 
bestimmt , und so auch das Produkt einer formellen Summe in eine 
Ausdehnung, ein Produkt, was zwar im Allgemeinen wieder eine 
formelle Summe liefert, aber in besonderen Fällen auch in eine Aus- 
dehnung übergehen kann *). 

Dass nun nach dieser Bestimmung allgemein 

(A-f B).P = A.P + B.P 
ist, ergiebt sich leicht. Denn es sei P = c . d . . ., so ist 

(A + B).P = (A + B).c.d... 
nach der eben festgesetzten Bestimmung, ferner 

(A + B).c = A.c + B.c 
nach § 52, also durch wiederholte Anwendung desselben Gesetzes 
(A + B).c.d.... = A.c.d...-(-B.c.d..., d. b.(A + B).P = 
A.P + B.P. 



*) Nämlich, wenn die Stücke der Summe von n-ter Stufe sind und 
einem System (n + m)ter Stufe angehören, so wird durch Multiplikation mit 
einer Ausdehnung (m — l)ter Stufe desselben Systemes offenbar die formelle 
Summe in eine Ausdehnung verwandelt. 

6 
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Ist der zweite Faktor zerstückt, so lässt sich das entsprechende 
Gesetz hier nur für reale Summen nachweisen , für diese ergieht 
sich aus obiger Gleichung durch Vertauschung (wobei die Zeichen 
sich entweder in allen Gliedern oder in keinem ändern) 

P.(A + B) = P.A + P.B 
Für formelle Summen ist noch nichts über die Vertauschbarkeit 
der Faktoren festgesetzt und daher auch jene Schluss weise noch nicht 
anwendbar. Da wir überhaupt noch nichts über den Begriff eines 
Produktes, dessen zweiter Faktor eine formelle Summe ist, fest- 
gesetzt haben, so ist uns erlaubt für den Fall, dass der zweite Faktor 
eine formelle Summe ist, dieselbe Voraussetzung zu machen, wie 
für den Fall, wo der erste es ist, und also auch dann 

P.(A + B) = P.A + P.B 
zu setzen und dies selbst auf den Fall zu übertragen , wo auch P 
eine formelle Summe darstellt. 

§ 54. Nachdem wir nun alle bis dahin noch bestehenden 
Schranken aufgehoben , und die Geltung der multiplikativen Grund- 
beziehung für alle Ausdehnungsgrössen theils aus dem Begriff» 
nachgewiesen, theils durch Definitionen festgestellt haben : so gelten 
somit alle Gesetze dieser Beziehung, wie auch alle Gesetze der 
Addition und Subtraktion , und es sind auf diese Weise alle ange- 
gebenen Begriffe im allgemeinsten Sinne gerechtfertigt. Wir fassen 
daher, nachdem wir am Schlüsse dieser Entwickelungsreihe angelangt 
sind, die Resultate derselben in folgenden Sätzen zusammen : 

„Wenn alle Elemente einer Ausdehnung (in ihrer elementaren 
Darstellung*)) einer und derselben Erzeugung unterworfen d. h. 
statt jedes Elementes eine gleiche Strecke gesetzt wird , derem 
Anfangselement jenes- Element ist, so ist die Gesammtheit der 
so gewonnenen Elemente die konkrete Darstellung einer Aus- 
dehnung, welche als Theil des zugehörigen Systems aufgefasst, 
das Produkt jener Ausdehnung in diese Strecke ist , und wir 
nannten dasselbe ein äusseres." 

Ferner: „wenn man eine Ausdehnung mit den einfachen 
Faktoren einer andern fortschreitend auf die angegebene Weise 



*) Unter der elementaren oder konkreten Darstellung einer Ausdehnung 
verstehen wir das Gebilde, welchem diese Ausdehnung zugehört 
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multiplicirt , so ist das Resultat als Produkt jener ersten Aus- 
dehnung in diese letzte charakterisirt. u 

„Als Summe zweier Ausdehnungen n-ter Stufe in einem 
Systeme (n-j-l)ter Stufe wurde diejenige Ausdehnung nach- 
gewiesen , welche hervorgeht , wenn man jene beiden auf einen 
gemeinschaftlichen Faktor (n — l)ter Stufe brachte, und die 
ungleichen Faktoren addirte." 

„Als Summe zweier Ausdehnungen n-ter Stufe in einem 
System von höherer als (n-j- l)ter Stufe ergab sich die formelle 
Summengrösse, welche dasjenige darstellte, was bei Anwendung 
der Additionsgesetze konstant blieb." 

„Endlich als Produkt einer Summengrösse in eine andere 
Grösse wurde die Summe aufgefasst, welche hervorgeht, wenn 
jedes Stück des einen Faktors mit jedem des andern multiplicirt, 
und diese Produkte addirt werden." 

Die Gültigkeit aller dieser Bestimmungen wurde dadurch dar- 
than, dass für die Addition die Grundgesetze derselben und für die 
altiplikation die Grundbeziehungen derselben zur Addition nach- 
wiesen wurden, indem darin zugleich der Nachweis lag, dass alle 
wetze der Addition und Subtraktion und der Beziehung der Mul- 
»likation zu beiden hier noch fortbestehen. 

§ 55. Es bleibt uns nur noch übrig, die Gesetze, welche die 
lssere Multiplikation als solche charakterisiren, in allgemeinerer 
>rm zu entwickeln. Wir hatten oben in § 35 als das Eigenthüm- 
the dieser Art der Multiplikation das Gesetz dargestellt, dass man, 
ann ein einfacher Faktor eines Produktes einen Summanden ent- 
llt, welcher mit einem der angrenzenden Faktoren gleichartig ist, 
esen Summanden ohne Werthänderung des Produktes weglassen 
inn; daraus ergab sich (§ 36), dass das Produkt von n einfachen 
iktoren stets dann , aber auch nur dann als null erscheint , wenn 
3 von einander abhängig sind , d. h. von einem Systeme niederer 
ufe als der n-ten umfasst werden. Dies können wir unmittelbar 
rf Faktoren beliebiger Stufen ausdehnen , wenn wir mehrere Aufl- 
ehnungen daan von einander abhängig setzen, wenn die Summe 
rer Stufenzahl grösser ist als die des Systems, welches sie alle 
nfasst ; denn dann wird die Anzahl der einfachen Faktoren, welche 

6* 
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ihr Produkt enthalt, g r osser sein ab die Staftnzahl des umfassenden 
Svstem«. al*o ihr Produkt in der That nall sein. Also: 

.Das Süssere Produkt ist null, wenn die Faktoren ron einander 
abhängig sind, nmd hat einen gehenden Werth, wenn sie es 



Ans der Eagesrthwsnliehkeit des insseren Produktes ergab sieh 
ans '§ 35 ' . dass zwei einfache Faktoren rertauseht werden dürfen, 
wenn man sogleich das Vorzeichen des Produktes ändert : dies Ge- 
setz erweiterten wir dahin . dass ein einfacher Faktor eine gerade 
Anzahl von einfachen Faktoren ohne, eine ungerade mit Zeichen- 
wechsel überspringen dürfe. Da eine Beihe ron einfachen Faktoren 
als Ausdehnung erschien . deren Stufenzahl der Anzahl jener ein- 
fachen Faktoren gleich ist , so folgt daraus zuerst . dass eine Aus- 
dehnung von gerader Stufe einen einfachen Faktor . also auch jeden 
andern, ohne Zeichenwechsel fiberspringen dürfe, und wiederum, 
dass bei Vertauschnng zweier beliebiger aufeinander folgender Fak- 
toren dann und nur dann Zeichenwechsel eintrete, wenn beide ron 
ungerader Stufe sind. * 1 Dass nun dies Gesetz auch noch für Summen- 
grossen gelte, ist klar, indem es. wenn man mit den einzelnen Stücken 
dnrchmultiplicirt, für die einzelnen Produkte gelten muss, also auch 
für deren Summe, Also : 

..Zwei aufeinander folgende Faktoren sind mit oder ohne 



*) Es lisst sieh dies, wenn a und b die besiehliehen Stafensahlea der 
Ausdehnungen A und B sind , so aasdrücken . dass A . B = (— 1) •* B. A 
sei. — Wenn beide Faktoren noch durch einen dritten Faktor getrennt sind, 
so hingt bei der Vertaasehung das Zeichen noch ron diesem ab. So hat 
■an». B 

A.B.C — (— l)»»+w+c*c.B.A. 
Fax die formelle Auffassung der äusseren Multiplikation bemerke ich noch, 
dass man ihre Eigentümlichkeit, wenn einmal die multiplikatiTe Beziehung 
zur Addition festgestellt ist, auch durch das Gesetz, dass zwei einfache Fak- 
toren mit Zeichenwechsel Tertauschbar seien, Tollkommen bitte charak- 
terisiren können. Denn ist a . b allgemein rieten — b . a, oder 

a.b + b.a«0, 
so muss dies auch noch gelten, wenn b—a wird, dann ist a.a + a.a— tO, 
also 2a. a — oder a.a~0. Daraas folgt dann . dass überhaupt das Pro- 
dukt sweier gleichartiger Strecken null sei, woraus dann das den Begriff der 
lu ss er en Multiplikation chsrakterisirende Gesetz , wie wir es oben dar- 
stsDftea, hervorgeht. 
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Zeichenwechsel vertauschbar , je nachdem die Stufensahlen 
beider Faktoren zugleich ungerade sind oder nicht" 
§ 56. Die in diesem Kapitel entwickelten Gesetze lassen 
gegenwärtig nur eine theilweise Anwendung auf die Geometrie und 
Statik zu, indem die Suinmengrösse, welche zuerst in einem System 
vierter Stufe auftritt, hier keine Anwendung finden kann. Die An- 
wendungen beschränken sich daher nur auf die erste Hälfte dieses 
Kapitels (§ 47 — 50), und bestehen darin, dass die Gesetze, welche 
im vorigen Kapitel für jene Disciplinen festgestellt wurden, von 
ihren Schranken befreit, und von einem allgemeineren Gesichts- 
punkte angeschaut werden. Zuerst in der Geometrie haben wir den 
neuen. Additionsbegriff auf die Flächenräume (als Ausdehnungen 
zweiter Stufe) zu übertragen. 

Doch müssen wir dann an den Flächenräumen ihre Sichtungen, 
d. h. die Sichtungen der Ebene, welcher sie angehören, festhalten ; 
und also zwei Flächenräume als ungleichartig auffassen , wenn die 
Ebenen, denen sie angehören, eine Verschiedenheit in den Richtungen 
darbieten. Da nun die Flächenräume auf diese Weise aufgefasst 
Ausdehnungen zweiter Stufe sind, so werden sich zwei Flächen- 
räume , da sie zugleich einem und demselben Systeme dritter Stufe 
(dem Baume) angehören, nach § 48 auf einen gemeinschaftlichen 
Faktor erster Stufe bringen, d. h. sich als Spathecke (Parallelo- 
gramme) von gleicher Grundseite darstellen lassen. Die Summe 
derselben wird somit ein Spatheck sein, welches dieselbe Grundseite 
hat, dessen Höhenseite aber die Summe der beiden Höhenseiten jener 
Spathecke ist. Hiernach kann man nun die Sätze von der Fort- 
bewegung (§ 28 und 29) allgemeiner so aussprechen: 

„Die geometrische*) Summe der Flächenräume, welche eine 
gebrochene Linie bei ihrer Fortbewegung beschreibt , ist gleich 
dem Flächenraum, welchen eine gerade Linie, die mit jener ge- 
brochenen gleichen Anfangspunkt und Endpunkt hat, beschreibt, 
wenn sie sich auf gleiche Weise fortbewegt", 
oder noch allgemeiner , indem wir die Strecke vom Anfangspunkt 



*) Dieses Adjektivs bediene ich mich, wenn die zu snmmirenden 
Grössen noch nicht hinreichend als Grössen mit konstanter Richtung be- 
zeichnet sind , tun die Summe von der rein arithmetischen Summe zu unter- 
scheiden. 
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zum Endpunkt der gebrochenen Linie die schliessende Seite der- 
selben nennen. 

„Die geometrische Summe der Flächenräume, welche eine ge- 
brochene Linie bei gebrochener Bahn beschreibt, ist gleich dem 
Flächenraum, welchen die Seite, die die erstere schliefst, in 
einer Bahn beschreibt, die die zweite schliesst. u 
Für die Bewegung der Flächenräume hat man den Satz : 
„Die Summe der Körperräume, welche eine beliebig gebrochene 
Fläche in beliebig gebrochener Bahn beschreibt , ist gleich dem 
Körperraum , welchen die geometrische Summe jener Flächen- 
räume (die die gebrochene Fläche bilden) in der jene ge- 
brochene schliessenden Bahn beschreibt. u 

§ 57. Auch für die Statik und Mechanik besteht die An« 
Wendung dieses Kapitels in einer Erweiterung , welche jedoch hier 
so fruchtreich ist, dass nun erst der ganze Reichthum der Be- 
ziehungen hervortreten kann. Zuerst die Beschränkung, welche 
bei dem Gesammtmoment mehrerer Kräfte in Bezug auf einen Punkt 
hinzugefügt wurde (§ 41), fällt jetzt weg, und wir können daher 
sagen , unter dem Gesammtmoment mehrerer Kräfte in Bezug auf 
einen Punkt sei die Summe aller einzelnen auf jenen Punkt bezüg- 
lichen Momente verstanden ; und zugleich ist klar , dass , wenn man 
durch diesen Punkt eine Strecke ab Axe zieht , das Moment in Be- 
zug auf diese Axe gefunden wird, wenn man diese Axe in jenes erste 
Moment multiplicirt. Sind z. B. aß, yS, . . . die Kräfte, so ist ihr 
Gesammtmoment M^ in Bezug auf einen Punkt Q gleich 

und in Bezug auf eine Axe (TQ ist das Moment derselben Kräfte 
gleich 

[*9] • [««] • [«0 + [*o\ • [er] •[/*!+••• -, 

oder gleich 

[**]-M*. 
Dass nun auch hier das Gesammtmoment der innern Kräfte in 
Bezug auf einen beliebigen Punkt null ist , bedarf wohl kaum eines 
Beweises , indem sogleich einleuchtet , dass der Beweis auf ähnliche 
Webe, nur noch einfacher, erfolgt, wie der oben (§ 42) für den 
beschränkteren Begriff geführte. Und damit bt klar , wie . die 
sämmtlichen oben aufgestellten Sätze (§43 und 44) auch in dieser 
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Verallgemeinerung noch gelten. Namentlich wird der in § 43 auf- 
gestellte Hauptsatz jetzt so ausgesprochen werden können : 

„Das Gesammtmoment aller Bewegungen, welche den einzelnen 
Punkten (eines Vereins von Punkten) innerhalb eines Zeitraums 
mitgetheilt werden, ist gleich dem Gesammtmoment der sämmt- 
lichen Kräfte, welche dem Vereine dieser Punkte während 
jener Zeit von aussen mitgetheilt werden , und zwar in Bezug 
auf jeden beliebigen Punkt." *) 
Wirken also namentlich keine Kräfte von aussen ein, so muss 
auch das Gesammtmoment aller mitgetheilten Bewegungen während 
jedes Zeitraumes null sein, d. h. das Gesammtmoment aller Be- 
wegungen , welche den Punkten einwohnen , muss in der Zeit kon- 
stant sein. **) Dies Gesammtmoment stellt somit eine unveränder- 
liche Ebene und in derselben einen konstanten Flächenraum dar; 
jene Ebene ist es, welche La Place die unveränderliche Ebene (plan 
invariable) nennt , und welche vermittelst unserer Wissenschaft sich 
auf die einfachste Weise durch Summation ergiebt. Die Schwierig- 
keit der Ableitung nach den sonst üblichen Methoden tibersieht sich 
leicht, wenn man nur einen Blick wirft auf die in La Grange's 
mScanique anal. ***) oder in La Placis mic. eil. geführten Ent- 
wickelungen, und auf die komplicirten Formeln, in welchen dort die 
Darstellung fortschreitet. 

§ 58. Wir könnten zwar schon hier die Hauptsätze für die 
Theorie der Momente aufstellen ; da indessen die Betrachtung der 
Momente im zweiten Abschnitte sich noch weit einfacher gestalten 
wird , so will ich hier nur ein Paar Beispiele geben , um zu zeigen, 
mit welcher Leichtigkeit sich durch Hülfe unserer Analyse die hier- 
hergehörigen Aufgaben lösen lassen, und in welcher Ergiebigkeit 
die interessantesten Sätze daraus gleichsam hervorsprudeln. Zu- 
erst sei die Aufgabe die, aus dem Momente in Bezug auf einen 
Punkt das in Bezug auf einen andern um eine Strecke von ge- 



*) Die daraus hervorgehende Gleichung werden wir späterhin bei der 
Anwendung der Differenzialrechnung auf unsre Wissenschaft darstellen; 
s. § 105. 

**) Ee ist dies , wie man sich leicht überzeugt , das Princip der kon- 
stanten Flachenräume. 
***) P. 262—269. 
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gebener Länge und Richtung von ihm entfernten Punkt zu finden, 
wenn ausserdem die Gesammtkraft (die Summe der als Strecken dar- 
gestellten Kräfte) ihrer Länge und Richtung nach gegeben ist. Es 
seien er und % die beiden Punkte M* das gegebene auf den ersten 
Punkt bezügliche, Mr das auf den zweiten bezügliche Moment , [<*/$], 
[yd] .... die Kräfte a , y , ihre Angriffspunkte , s die Gesammtkraft 
ihrer Länge und Richtung nach, alao 

Dann ist 

M* -[«*]. [afl + [*jr].br*|+... 
Zieht man beide Gleichungen von einander ab, so erhält man, da 

[aa] — [%a] = [Ca] -f- [at] = [a%] 
ist u. s. w., die Gleichung 

Ma — Mr = M.([a^] + fyrf] + ....) = [^].s, 
wodurch die Aufgabe gelöst ist, und man hat den Satz gewonnen : 
„Rückt der Beziehungspunkt um eine Strecke fort, &o nimmt 
das Moment um das äussere Produkt der Gesammtkraft in diese 
Strecke zu." *) 
Hierin liegt sogleich, dass das Moment dasselbe bleibt, wenn 
jenes äussere Produkt null ist, d. h. wenn der Beziehungspunkt in 
der Richtung der Gesammtkraft fortschreitet, oder anders ausge- 
drückt, dass 

„die Momente in Bezug auf alle Punkte , welche in einer und 
derselben mit der Gesammtkraft parallelen Linie liegen , ein- 
ander gleich sind. 
Ferner 

„Ist das Moment in Bezug auf irgend einen Punkt null , so ist 
es in Bezug auf jeden andern Punkt gleich dem äusseren Pro- 
dukt der Gesammtkraft in die Abweichung des letzten Punktes 
von dem ersten. u 

§ 59. Eine andere Aufgabe, welche die Abhängigkeit der 
Momente in Bezug auf Axen, die durch denselben Punkt gehen, auf- 



*) Hierbei ist das Wort „zunehmen" in demselben allgemeinen Sinne 
genommen, in welchem man auch sagen kann, 8 habe um ( — 3) zugenommen, 
wenn 5 daraus geworden ist. 
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fasst , ist die , aus den Momenten in Bezug auf 3 Axen , die durch 
einen Punkt gehen und nicht in derselben Ebene liegen, das Moment 
in Bezug auf jede vierte Axe , die durch denselben Punkt geht , zu 
finden. Es seien a, b, c die drei Axen, A, B, C die auf sie bezüg- 
lichen Momente, aa -j- ßb -(- yc , wo a, ß t y Zahlen vorstellen, die 
vierte Axe, deren zugehöriges Moment D gesucht wird.*) Das 
Moment in Bezug auf den Durchschnitt der drei Axen sei M , so ist 
nach §57 

A — a.M, B — b.M, C — c.M 
D — (aa-f/ft> + yc).M. 

Lösen wir in dem letzten Ausdrucke die Klammer auf, so wird 

D — aa.M + /ft>.M-fyc.M 
— «A-fjffB+yC. 

Dies Resultat in Worten ausgedrückt : 

„Aus den Momenten dreier Axen, die durch Einen Punkt gehen, 
ohne in Einer Ebene zu liegen, kann man das jeder andern 
Axe, die durch denselben Punkt gebt, finden; und zwar herrscht 
zwischen den Momenten dieselbe Vielfachen - Gleichung , wie 
zwischen den Axen." **) 

Wenn einer der Koefficienten null wird, so hat man den Satz : 

„Aus den Momenten zweier Axen, die durch einen Punkt 
gehen , kann man das jeder andern Axe , die durch denselben 
Punkt geht, finden, und zwar herrscht zwischen den Momenten 
dieselbe Vielfachen-Gleichung wie zwischen den Axen." 
Wir werden späterhin bei der allgemeineren Behandlung der 

Momente auch diesen Satz in viel allgemeinerer Form darstellen 

können. 



*) Dass sich jede Strecke im Baume als Summe aus 8 Stücken dar- 
stellen lässt, welche 3 gegebenen Strecken parallel sind, ist oben gezeigt, 
darin liegt, dass sie sich als Vielfachensumme derselben darstellen lässt. 

**) Der Kürze wegen sagen wir , zwischen Grössen bestehe eine Viel- 
fachen-Gleichung, wenn die Glieder der Gleichung nur Vielfache jener 
Grössen darstellen. 
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Viertes Kapitel. 

Aeussere Division, Zahlengrösse. 

§ 60. Die zur Multiplikation gehörige analytische Verknüpfung 
ist die Division; folglich wird nach dem allgemeinen Begriff der 
analytischen Verknüpfung (§ 5) das Dividiren darin bestehen , dass 
man zu dem Produkte und dem einen Faktor den andern sucht; 
und es wird vermöge dieser Erklärung jeder besonderen Art der 
Multiplikation eine ihr zugehörige Art der Division entsprechen ; die 
äussere Division wird also darin bestehen, dass man zu dem äusseren 
Produkt und dem einen Faktor desselben den andern sucht. Es 
ist klar, dass hier, da die Faktoren des äusseren Produktes im 
Allgemeinen nicht vertauschbar sind , auch zwei Arten der Division 
zu unterscheiden sind, je nachdem nämlich der erste Faktor ge- 
geben ist oder der zweite (vergl. § 1 1). Wir bezeichnen den ge- 
buchten Faktor (Quotienten) so , dass wir das gegebene Produkt A 
(den Dividend) nach gewöhnlicher Weise über den Divisionsstrich, 
den gegebenen Faktor B (den Divisor) unter denselben setzen , die- 
sem gegebenen Faktor aber einen Punkt folgen oder vorangehen 
lassen , je nachdem der gesuchte Faktor als folgender oder voran- 

gehender Faktor aufgefasst werden soll. Also — bedeutet den 

Faktor G, welcher als zweiter Faktor mit B verknüpft A giebt , also 
welcher der Gleichung genügt : 

B.C = A; 

und — bedeutet den Faktor C , welcher als erster Faktor mit B ver- 
. B 

knüpft A giebt, d. h. der Gleichung genügt: 

C.B = A; 

oder beide Bestimmungen durch blosse Formeln ausgedrückt : 

— ^ ^*- . ■«• «. 
B.— — A; — .B = A. 
B. .B 

Hierbei haben wir dann nur festzuhalten, dass wenn die Stufen- 
zahlen von der Art sind, dass die Faktoren direkt vertauschbar 
sind, beide Quotienten gleichen Werth haben, wenn sie hingegen 
nur mit Zeichenwechsel vertauschbar sind, beide Quotienten ent- 
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gegengesetzten Werth haben. *) Daher wird man im ersteren Falle 
auch das Zeichen des Punktes im Nenner weglassen können , wenn 
man nicht etwa die Division noch ins Besondere als äussere be- 
zeichnen will, 

§ 61. Es kommt nun darauf an, aus der formellen Bestim- 
mung die wesentliche Bedeutung des Quotienten zu ermitteln. Da 
das äussere Produkt zweier Ausdehnungen stets eine Ausdehnung 
giebt, welcher jene beiden untergeordnet sind und deren Stufen- 
zahl die Summe ist aus den Stufenzahlen der Faktoren, so folgt 
zunächst, dass auch der Quotient nur dann eine Ausdehnung dar- 
stellen könne, wenn der Divisor dem Dividend untergeordnet ist, 
d. h. von dem System des Dividend ganz umfasst wird ; und das« 
dann zugleich der Divisor von niedererer Stufe sein muss als der 
Dividend , die Stufenzahl des Quotienten aber die Differenz ist zwi- 
schen denen des Dividend und Divisors. In jedem andern Falle 
kann also der Quotient keine Ausdehnung darstellen, sondern nur 
eine formelle Bedeutung haben , die wir vorläufig auf sich beruhen 
lassen. Umgekehrt zeigt sicji aber auch, dass der Quotient jedes- 
mal dann eine Ausdehnung darstellen muss, wenn jene Bedingung 
erfüllt ist, dass nämlich der Divisor dem Dividend untergeordnet 
sei. Nämlich nach § 48 kann man jede Ausdehnung n-ter Stufe 
auf (n — 1) beliebige ihr untergeordnete Faktoren bringen , sobald 
diese nur von einander unabhängig sind , und somit kann man sie 
auch auf jede geringere Anzahl untergeordneter Faktoren bringen, 
d. h. sie als Produkt darstellen , dessen einer Faktor eine beliebige 
ihr untergeordnete Ausdehnung ist. Also 

„Der Quotient ist nur dann , aber auch stets dann , eine Aus- 
dehnung, wenn der Divisor dem Dividend untergeordnet und 
von niedererer Stufe ist, und zwar ist seine Stufenzahl dann der 
Unterschied der beiden Stufenzahlen des Dividend und Divisors. tf 
§ 62. Es bleibt nun zu untersuchen, ob in diesem Falle der 
Quotient eindeutig ist , oder mehrdeutig, und wie im letztern Falle 



*) Da die Vertanschung der Faktoren nur dann einen Zeichenwechsel 
erfordert , wenn beide von ungerader Stufenzahl sind, das Produkt also von 
gerader, so werden auch beide Quotienten nur dann entgegengesetzten Werth 
haben, wenn der Dividend von gerader, der Divisor von ungerader Stufe ist; 
in jedem andern Falle werden sie gleichen Werth haben. 
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die Gesammtheit seiner Werthe gefunden werden kann. Es sei 

— der zu untersuchende Quotient, und B der Grösse A unterge- 
B. 

ordnet. Nach dem vorigen § giebt es nun allemal eine Ausdehnung, 
welche mit B multiplicirt A giebt, d. h. welche als Quotient aufge- 
fasst werden kann : es sei C eine solche, so dass also 

B.C = A 
ist , und die Frage ist die , ob es noch andere von C verschiedene 
Ausdehnungen gebe, welche statt G in diese Gleichung gesetzt wer- 
den können. Jedenfalls müsste dieselbe (§61) von derselben Stufe 
sein wie G. Jede von G verschiedene Ausdehnung derselben Stufe 
wird sich , wenn X eine beliebige Grösse derselben Stufe ist, dar* 
»teilen lassen in der Form C -}- X , und es ist also X so zu be- 
stimmen, dass 

B.(C-f X) — A 

ist, wenn C -}- X auch als ein Werth des Quotienten — erscheinen 

B . 

soll. Man hat dann % 

B.C + B.X — A — B.C, 

d.h. 

B.X = 0. 
Nun giebt aber nach § 55 nur das Produkt zweier abhängiger 
Grössen, aber ein solches auch allemal null, folglich genügt ausser 
dem partiellen Werth G des Quotienten noch jede andere Grösse, 
welche von ihm um einen vom Divisor abhängigen Summanden ver- 
schieden ist, aber auch keine andere. Die Gesammtheit dieser 
Grössen, die von B abhangig sind, oder welche statt X gesetzt der 
Gleichung 

B.X«*0 
genügen, können wir nun nach der Definition des Quotienten mit 

— bezeichnen, somit haben wir 
B 

BC 

TT C "+" B 

Dies Resultat können wir in folgendem Satze darstellen : 

.Wenn der Divisor (B) dem Dividend (A) untergeordnet und 

von niedererer Stufe ist, so ist der Quotient nur partiell bestimmt, 
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und zwar findet man , wenn man einen besonderen Werth (C) 
des Quotienten kennt, den allgemeinen, indem man den unbe- 
stimmten Ausdruck einer von dem Divisor (6) abhängigen Grosse 
xu jenem besondern Werth hinzuaddirt, oder es ist dann 

Auf die Raumlehre übertragen sagt dieser Satz aus, dass 
erstens, wenn zu einem Spathecke (Parallelogramme) die Grundseite 
und der Flächenraum (nebst der Ebene , der er angehören soll) ge- 
geben ist, dann die andere Seite, die wir Höhenseite genannt 
haben , nur partiell bestimmt sei, und dass, wenn ihr Anfangspunkt 
fest ist , der Ort ihres Endpunktes eine mit der Grundseite parallele 
gerade Linie sei ; dass zweitens, wenn zu einem Spathe die Grund- 
fläche und der Körperraum gegeben ist , die andere Seite (Höhen- 
seite) nur partiell bestimmt sei , und der Ort ihres Endpunktes bei 
festem Anfangspunkt eine mit der Grundfläche parallele Ebene sei ; 
und dass endlich, wenn zu einem Spathe die Höhenseite und der 
Körperraum gegeben ist , die Grundfläche partiell bestimmt sei, in- 
dem dieselbe als der veränderliche ebene Durchschnitt eines Pris- 
mas , dessen Kanten der Höhenseite parallel sind, erscheint. Dies 
letztere bedarf eines Nachweises. Ist nämlich eine Grundfläche 
als besonderer Werth jenes Quotienten gefunden, d. h. giebt sie 
wirklich mit der gegebenen Höhenseite äusserlich multiplicirt den 
gegebenen Körperraum, und stellt man sich diese Grundfläche in 
Form eines Spathecks vor, so wird man jedes andere Spatheck, was 
mit der gegebenen Höhenseite äusserlich multiplicirt dasselbe Produkt 
giebt , dadurch aus dem ersten gewinnen , dass man den Seiten des 
ersten beliebige mit der Höhenseite parallele Summanden hinzufügt, 
worin dann der ausgesprochene Satz liegt. 

§ 63. Aus dem Satze des vorigen § ergiebt sich, dass man 
die Gesetze der arithmetischen Division nicht ohne weiteres auf unsere 
Wissenschaft übertragen könne , namentlich dass man im Dividend 



*) Es ist dies unbestimmte Glied sehr wohl su vergleichen mit der un- 
bestimmten Konstanten bei der Integration , und das eigentümliche Ver- 
fahren, welches dadurch herbeigeführt wird, ist hier dasselbe wie dort.**) 

**) Vergleiche die Anm. zu 8. 7 und 12. (1877.) 
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and Divisor nicht gleiche Faktoren wegheben dürfe. Aber da über- 
haupt die Rechnung mit unbestimmten, wenn auch nur partiell un- 
bestimmten Grössen , mannigfachen Schwierigkeiten unterliegt , und 
in der anderweitigen Analyse des Endlichen nichts vollkommen ent- 
sprechendes findet, so ist es am zweckmäßigsten, diesen unbestimmten 
Ausdruck durch bestimmte Ausdrücke zu ersetzen. 

Es ergiebt sich nämlich, dass der Quotient ein bestimmter ist, 
sobald derselbe seiner Art nach gegeben d. h. das System gleicher 
Stufe bestimmt ist, dem er angehören soll, vorausgesetzt nämlich, 
dass dies System von dem des Divisors unabhängig, dem Systeme des 
Dividend aber untergeordnet sei. Wird diese Voraussetzung er- 
füllt , so ist in der That immer ein aber auch nur Ein Werth des 
Quotienten möglich, welcher in dem gegebenen Systeme liegt. Denn 
denkt man sich irgend eine diesem Systeme gleichartige Ausdeh- 
nung (C) mit dem Divisor multiplicirt , so wird das Produkt dem 
Dividend gleichartig sein, also auch durch Vergrösserung oder Ver- 
kleinerung jener Ausdehnung (C) dem Dividend gleich gemacht 
werden können, wobei diese Ausdehnung (C) selbst sich als Quo- 
tient darstellt. Aber auch nur Ein solcher Werth des Quotienten 
wird hervorgehen, es sei nämlich C ein solcher Werth des Quotienten 

A 

— — , so dass also B . C — A ist ; es verwandle sich C in eine ihm 
B . 

gleichartige Grösse C -f- C t , wo C t nicht gleich null ist , so hat 

man B.(C + C t ) = B.C-fB.Ct = A + B.C l5 es ist also 

B (C -f- Ct) nicht gleich A, da B . Cj, weil beide Faktoren mich der 

Voraussetzung von einander unabhängig sind, nicht null geben kann. 

Also jeder andere mit C gleichartige Werth genügt statt C gesetst 

nicht der Gleichung 

B.C = A, 

A 

d. h. kann nicht als ein Werth des Quotienten — aufgefasst werden ; 

B . 

also giebt es nur einen solchen. Dies Resultat kann man auch 

so ausdrücken : Wenn zwei gleiche Produkte einen gleichen Faktor 

haben, und der andere Faktor in beiden gleichartig, von dem ersten 

aber unabhängig ist, so ist auch dieser in beiden gleich. Es kommt 

nun darauf an , für diesen bestimmten Quotienten eine angemessene 

Bezeichnung zu finden. Es sei P der Dividend, A der Divisor, B 
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eine Grösse, welcher der Quotient gleichartig sein soll, A und B seien 
beide dem Systeme P untergeordnet, aber von einander unabhängig; 
dann wird P sich als Produkt von A, in B, wo A f mit A gleichartig 
ist, darstellen lassen, der Quotient wird also 

A t .B 
A. 
sein ; diesen können wir , sofern er mit B gleichartig sein soll, vor- 
läufig mit 

bezeichnen. Also — - B soll die mit B gleichartige Grösse Bt be- 

zeichnen, welche der Gleichung 

A| .B"« A .B| 
genügt. *) 

§ 64. Um nun die Bedeutung dieser Ausdrücke auszu» 
mittein , haben wir die Verbindung eines und desselben Ausdrucks 



*) Die Bezeichnung kann keine Zweideutigkeit hervorrufen, da wir bis- 
her noch nicht einen Quotienten zweier gleichartiger Grössen kennen gelernt 

A % 

haben. Dabei bleibt vorläufig unentschieden, ob in dieser Bezeichnung -— 

j^. 

in der That als Quotient und seine Verbindung mit B als Multiplikation auf- 
zufassen sei ; doch wird die Angemessenheit der Bezeichnung erst dann klar 
werden können, wenn wirklich jene Auffassung sich herausstellt. Durch 
einen Seitenblick auf die Zahlenlehre, mit welcher hier unsere Wissenschaft 
in Berührung tritt, ohne aber von ihr Sätze zu entlehnen, leuchtet ein, dass 
wenn A t ein Vielfaches von A ist , auch B t ein eben so Vielfaches von B 

sein müsse, und dass also , wenn wir unter -~ die Zahl verstehen, welche 

angiebt, ein Wievielfaches A, von A sei, dann B t in der Form — ^- B darge- 

A 

stellt werden könne. Allein so einfach diese Anwendung der Zahlenlehre 

auch sein mag, so dürfen wir sie hier nicht aufnehmen, ohne unsere» 

Wissenschaft zu schaden. Auch würde sich dieser Verrath an unserer 

Wissenschaft bald genug rächen durch die mannigfachen Verwickelungen 

und Schwierigkeiten, in die wir sehr bald durch den Begriff der Irrationalität 

gerathen würden. Wir bleiben daher, ohne uns durch die betrügerische 

Aussicht auf einen bequemen Weg verlocken zu lassen, unserer Wissenschaft 

getreu. 
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— - mit verschiedenen Grössen zu untersuchen. Zunächst ergiebt sich, 
A 

dass, wenn A, B, C von einander unabhängig sind, und 

A, 



ist, dann auch allemal 



A B- Bl 



A iC = ^C 



A B 

sein muss. Denn aus der ersten Gleichung hat man nach der De- 
finition 

A 1 .B = A.B 1 . 

Und setzt man — C = Cj so ist 

A 

A t .C — A.C,. 

Multiplicirt man die erste dieser Gleichungen mit C, die zweite mit 

B (auf zweiter Stelle), so hat man 

A la B.C — A.B f .C 

A f .B.C — A.B.C,. 
Also auch 

A.Bi-C — A.B.'Ci. 
Da nun B t . C mit B . C t gleichartig ist , und der andere Faktor (A) 
sowohl als das Produkt auf beiden Seiten gleich ist, so muss (§ 63) 

Bi-C — B.C t ; d. h. 



sein. Also wenn 



Af ^ ^ 



A B 

ist, so geben die Ausdrücke — - und — - mit jeder beliebigen von 

A B 

A . B unabhängigen Grösse verbunden dasselbe Resultat. Aber wir 

können nun zeigen, dass dies auch dann noch der Fall sein müsse, 

wenn beide Ausdrücke mit einer Grösse C verbunden sind, welche nur 

von A und von B unabhängig ist, ohne zugleich von dem Produkte 

A.B unabhängig zu sein. Zunächst erweisen wir dies für den 

Fall, dass C eine Strecke sei, die wir mit c bezeichnen wollen. 

Es sei also 
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— c «■ Ci oder Aj . c = A . q , 

wo c »war von A und B unabhängig, aber von A .B abhängig sei. 
Um mm zu zeigen, dass dann, wenn 

"R A 

— B — B t ist, auch ^- c — -— c = Ci 



A * ' B A 

sein müsse , suchen wir den Faktor c durch Hinzuftigung einer von 
A . B unabhängigen Strecke p selbst davon unabhängig zu machen. 
Man erhält dann statt A t . c den Ausdruck A 4 . (c-f-p) ; diesem wird 
ein Ausdruck gleichgesetzt werden können, dessen erster Faktor A 
und dessen zweiter mit (c-j-p) gleichartig ist, und also als Summe 
zweier mit c und p gleichartiger Stücke dargestellt werden kann, es 
sei derselbe c^ -|- pi so hat man 

A! . (c+p) — A . (c, -f p t ). 
Multiplicirt man diese Gleichung mit p, so erhält man 

A4 . c . p = A . Cg . p oder, da A 4 . c = A . Cj ist, 

A . Cj . p = A . Cj . p 
und daraus folgt , da die entsprechenden Faktoren gleichartig sind, 
nach § 63 die Gleichung 

Führt man daher statt Cj diesen Werth Cj oben ein, so erhält man 

A i • ( c +p) = -M«* +Pi)- 

Und da nun p von A . B unabhängig war, also auch (c -(- p) davon 
unabhängig ist, so können wir nun das oben erwiesene Gesetz an- 
wenden, dass 

Bi.(c+p) — B.(ct + pi) 
ist; also auch, mit p multiplicirt, 

B| . c . p = B . c 4 . p ; 
und da hier die entsprechenden Faktoren gleichartig sind, so hat man 

_ Bf A, 

B t . c = B . Cj oder — - c = q = — c 

B A 

auch dann noch, wenn c von A . B abhängig ist. Nun können wir 

dies Resultat leicht ausdehnen auf den Fall, dass die Ausdrücke 

—^ und — ^ welche der Gleichung 
A B 

-iB — Bj oder AfB — A.B, 
A 
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entsprechen, mit einer beliebigen von A und von B unabhängigen 
Grösse höherer Stufe C verbunden sind. Es sei C — c.d.e...., 
so lässt sich jede mit C gleichartige Grösse C t in der Form q . d . e . .-. 
darstellen, wie wir schon an mehreren Orten gezeigt haben. Ist also 

-J-C — Ci oder A^C — A.C f , 
A 

so hat man nun durch jene Substitution 

Af .c.d.e. ... «■ A . Cj . d . e . . . , 

woraus, vermöge der Gleichartigkeit der Faktoren, folgt (§ 63) 

A| .c»» A.Cj , 

somit auch nach dem so eben erwiesenen Satze 

B| . c ■« B • Cj , 

also auch durch Wiederholung derselben Schlussreihe 

Bj . c . d . e . . . =^ B.Cf.d.e..., 

d.h. 

B,.C — B. C,oder JiC — Ct — ^C. 

x> A 

Wir haben somit den allgemeinen Satz bewiesen : 

„Wenn — ^ B — Bj ist, so ist auch in Bezug auf jede Grösse C, 
welche von A und von B unabhängig ist, 

A T\ 

§ 65. Da nun der Begriff der Ausdrücke -^ und =^- nur be- 

A B 

stimmt ist, so fern sie mit Grössen verbunden sind, die von A und B 

unabhängig sind, und für jede zwei solche Verbindungen, in welche 

A 1\ 

— und — mit derselben Grösse eingehen, unter der Voraussetzung, 

dass 

£ B -B, 

ist, die Gleichheit dargethan ist, so folgt , dass wir berechtigt sind, 

A J\ 

die Ausdrücke — und =ri unter obiger Voraussetzung selbst ein- 

A B 

ander gleichzusetzen, und dadurch den Begriff, den diese Ausdrücke 

an sich haben, zu bestimmen. Also 
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„Wenn —^ B = B, oder A t . B ■■ A . B« ist (A und B von ein- 
A 

A« B 

ander unabhängig gedacht), so setzen wir -~ gleich =A a 

a a 

Es ist klar , wie hierdurch die Bedeutung von —^ B auch dann 

A 

bestimmt ist , wenn B von A abhängig ist ; denn man hat nur eine 

Hülfagrösse C anzunehmen, welche von A und B unabhängig ist, 

und Ci so zu bestimmen, dass nach der angegebenen Definition 

C A« 

— ^ gleich ist — , so ist durch Substitution des Gleichen 

L» A 

r B_-B, 

und dadurch auch der Begriff des ersten Ausdrucks bestimmt. Nament- 
lich ergiebt sich daraus, dass 

^A = A 
A A Al 

ist. Denn nimmt man eine Hülfsgrösse B, welche von A unabhängig 

ist, und setzt 

so mus8 auch nach dem allgemeinen Begriff des Gleichen 

^A-?±A 
A B 

sein ; der letztere Ausdruck ist aber, wir wir soeben zeigten, gleich 

A| , also auch der erstere , was wir zeigen wollten. Hieraus nun 

folgt zugleich , dass der Ausdruck — - als Quotient aufgefasst wer- 

A 

den könne, sobald seine Verbindung mit andern Grössen, wie wir 
sie bisher beschrieben, als Multiplikation dargethan ist, d. h. die Be- 
ziehung jener Verbindung zur Addition als eine multiplikative nach- 
gewiesen ist. 

§66. Zuerst ist ^i(b + c) = ^b + ^c. Nämlich ^ (b+c) 

A. A. A. A. 

st eine mit b -]- c gleichartige Strecke, welche sich daher auch in 
Stücken ausdrücken lassen muss, die mit b und c gleichartig sind ; es 

seien dies b| und c t , also 

1* 



200 AeuMere Division. & 66 

•) ^(b + c)-b,+c, 

oder A| .(b -f- cJ — A.fo -|- c t ). 
Man multiplicire diese Gleichung mit c, so hat man 

Af . b . c = A • bj . c, 
also auch vermöge der Gleichartigkeit der Faktoren 

<Aj.btoBA.bt oder — ^b — b t . 

A 

Auf dieselbe Weise ergiebt sich durch Multiplikation mit b, dass 

A, 

A _ c = Cl 

ist; substituirt man diese Ausdrücke für b t und (4 in die obige 
Gleichung •), so hat man in der That 

Es ist dies nun auszudehnen auf den Fall, dass statt b und c Aus- 
dehnungen höherer Stufen B und C eintreten. Die Summe derselben 
giebt nach § 47 nur dann eine Ausdehnung, wenn beide Ausdehnungen 
n-ter Stufe sich auf einen gemeinschaftlichen Faktor (n — l)ter Stufe 
bringen lassen. Es sei daher 

B = b.E, C — c.E. 
Dann sei 

A« A« 

Ä7 b=bl? Ä~ c=ssC| ' abo A i-( b + c )= A -( b i + c t)> 

so ist auch noch, wenn man diese Gleichung mit E multiplicirt, 

A t .(b + c).E — A.(b t +Cj).E 
oder 



oder 



A t .(b.E + c.E)=:A.(b 1 .E + c 1 .E) 
•) ...-i(B + C) — bj.E-j-CfE. 



A 

Es ist aber, wenn man die Gleichungen, durch welche b t und Cj be- 
stimmt wurden, in Produktform darstellt und mit E multiplicirt, 

A t .b.E = A.b, .E;A,.c.E = A.c 1 .E 
also 

^B-b,.E 
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and auf dieselbe Weise 

^C = c t .E. 
A 

Diese Ausdrücke für b t . E und q • E in die obige Gleichung • ') sub- 

stituirt, hat man 

£(B + 0)-£b + £c. 

Gilt nun die multiplikative Beziehung für reale Summen, so gilt 
sie auch für formale, weil diese ihrem Begriffe nach nur durch jene 
bestimmt sind ; da nämlich dann B -)- C keine Ausdehnung darstellt, 
so hat auch 

£(B + C) 
nur die formelle Bedeutung, dass es 

gesetzt werde. Es gilt also die multiplikative Beziehung für diese 

Ausdrücke ( -^ etc. J allgemein, und ihre Verknüpfung, wie wir sie 

aufgefasst haben, ist als wahre Multiplikation zu fassen. Also ist auch 

^ selbst ein wahrer Quotient*). 
A 

§ 67. Um eine anschaulichere Idee des Quotienten zu gewinnen, 

gehen wir zunächst von Strecken aus ; es seien a und b von einander 

unabhängig, und 

— «■ -i oder a t . b = a . b lf 
a b 

so hat man aus der letzten Gleichung 

aj . b -f- bj . a = o, 

oder da man dem zweiten Faktor Stücke hinzufügen darf, die dem 

ersten gleichartig sind, 



•) Da die Stufenzahl des Quotienten die Differenz ist zwischen den Stufen- 

zahlen des Dividend und Divisor, so ist— ^ als Ausdehnungs-Grdsse 0-ter Stufe 

A 

zu fassen, was auch damit übereinstimmt, dass wenn eine Ausdehnung mit 

ihr multiplicirt wird, sich deren Stufenzahl nicht ändert. 
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a, . (a + b) + b t . (a + b) — o, 

(»i +b t ).(a + b; — o, 
d. h. (a -(- b) und (aj — |— b 4 ) sind gleichartig oder können als Theile 
desselben Systems erster St. aufgefasst werden. Nach der Erzeugung»- 
weise des Systems erster St mnssten dann a| und b t entsprechende 
Theile von a und b sein. Schreibt man nun die ursprüngliche 
Gleichung als Proportion 

a| : a = bf : b, 
so gelangt man zu dem Satze : Vier Strecken stehen in Proportion, 
wenn die erste von der zweiten der entsprechende Theil ist, wie die 
dritte von der vierten. Nach dem Begriff des Quotienten zweier gleich- 
artiger Grossen bleibt der Werth desselben ungeändert, wenn man 
Dividend und Divisor mit derselben unabhängigen Ausdehnung multi- 
plicirt, den Quotienten erweitert ; nämlich wenn 



ist, so ist auch 



at . b = a . bf : also — = — 

a b 



a| . E. b = a. E. b|, also 
a| " B ?!,also-^. 



a. E b a 

Somit kann man auch jedes Verhältniss durch eine beliebige Aus- 
dehnung erweitern. Nun können wir sagen, dass aj . E von a . E der 
entsprechende Theil ist , wie s^ von a, und somit haben wir den all- 
gemeinen Satz : Vier Grössen stehen in Proportion, wenn die erste von 
der zweiten der entsprechende Theil ist, wie die dritte von der vierten. 
§ 68. Wir haben nun die Verknüpfungen dieser neu ge- 
wonnenen Grössen, die wir Zahlengrössen nennen, sowohl unter sich, 
als mit den Ausdehnungsgrössen darzustellen. Die multiplikative 
Verknüpfung derselben mit den Ausdehnungsgrössen haben wir dar- 
gestellt, und ihre Beziehung zur Addition gesichert. Wir haben 
nun die rein multiplikativen Gesetze dieser Verknüpfung, d. h. die 
Vereinbarkeit und Vertauschbarkeit der Faktoren zu untersuchen. 
Es ergiebt sich, dass man in einem äusseren Produkt, worin Zahlen- 
grössen vorkommen , diese jedem beliebigen Faktor zuordnen kann 

a« 
ohne den Werth des Resultates zu ändern. In der That ist, — mit 

a bezeichnet, 
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a(B.O) — («B).C. 
Denn es sei äB oder — B = B 4 , oder 

&i . B»»a.Bj, 
so hat man durch Multiplikation mit C 

aj.B.C = a.B t .C; 
also auch nach der Definition 

— (B.C)-B,. C,oder 
a 

a(B.C) — («B).C. 
Was die Vertauschbarkeit anbetrifft, so ist die Bedeutung des Aus- 
drucks Aa , wo A eine beliebige Ausdehnung , a aber eine Zahlen- 
grösse ist , noch nicht festgesetzt ; und wir können diese Bedeutung 
nach der Analogie bestimmen. Nämlich da die Ausdehnungsgrösse 
nullter Stufe als Ausdehnungsgrösse von gerader Stufe erscheint, eine 
solche aber in einem äusseren Produkt beliebig geordnet werden darf, 
so können wir feststellen, dass unter Aa dasselbe verstanden sein 
solle, wie unter aA, woraus dann folgt, 

„dass die Stellung einer Zahlengrösse innerhalb eines äusseren 

Produktes ganz gleichgültig ist." 
Was endlich den Quotienten einer Ausdehnung durch eine Zahlen- 
grösse betrifft, so ist dessen Bedeutung aus dem allgemeinen Begriff 
der Division sogleich klar, und die Eindeutigkeit dieses Quotienten, 
so lange der Divisor nicht wird, ergiebt sich leicht. In der That 
es sei 

B a 

_ = X, a = — , 

a a t 

wo a von B unabhängig sei, so hat man 

aX — B, — X*-B, a.X — a^B, 
a i 

und wir haben oben gezeigt, dass es nur Einen mit B gleichartigen 
Werth X giebt, welcher dieser letzten Gleichung genügt, während 
jene Gleichartigkeit in den vorhergehenden Gleichungen ausge- 
sagt ist. 

§ 69. Zu dem Begriffe des Produktes mehrerer Zahlengrössen ge- 
langen wir vom fortschreitenden Produkte aus. Setzen wir das Produkt 
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wo die Ausdehnung P mit den Zahlengrössen o, ß, y, .... fort- 
schreitend, d. h. so multiplicirt werden soll, dass das Resultat 
jeder früheren Multiplikation mit der nächstfolgenden Zahlengrösse 
multiplicirt wird : so entsteht die Aufgabe, eine Zahlengrösse zu finden, 
mit welcher P multiplicirt sogleich dasselbe Resultat P f gebe. 

Zu dem Ende seien a, ß 9 y, . . . dargestellt in den Formen — , =r-^, 

A B 

Q 

— - . . . . , so dass P, A, B, C . . . . alle von einander unabhängig seien. 

C 

Multiplicirt man dann beide Seiten der obigen Gleichung *) mit 
A.B.C.,., so kann man nach dem vorigen § die Zahlengrossen 

ABC 
a, ß^y ... oder —^, =A ^, . . . jedem beliebigen dieser Faktoren zu- 

ABC 

A« 

ordnen, also auch -~ dem A u. s. w., und erhält dadurch 

A 

P . Af • Bf • C/f .... ^™ ij .A.B.C... 

Also ist, da P f dem P gleichartig ist, nach der Definition des 

Quotienten 

p „p A t . B t . C t . . . 

a.B.C.... 

Somit haben wir das Gesetz, dass 

P^l?l^l p A t . B f . O t . . . a 

n A B C A.B.C... 

igt, zunächst zwar nur, wenn P von A.B.C... unabhängig ist, aber 

demnächst auch, wenn P hiervon abhängig ist. Um dies zu zeigen, 

stellen wir zuerst die Zahlengrössen a, ß, y . . . oder die Quotienten 

•^.... in neuen Formen! — etc.) dar, so dassP von A. B. F.... unab- 
hängig ist, so werden wir nun das obige Gesetz anwenden können, und 
eine Zahlengrösse Q erhalten, welche statt der fortschreitenden Fak- 
toren — , . . . (oder — . . . . j gesetzt werden kann und welche gleich 

ABT 

* ' * * * ' * * ' igt. Nimmt man nun eine Ausdehnung Q zu Hülfe, 

welche sowohl von A.B.C als auch von diesen neuen Grössen 

A.B.r... unabhängig ist, so ergiebt sich Q a ß y .... vermöge 
der ersten Grössen gleich 
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~. A| • D\ . Cj • • • 

^x • D • V> •••••• 

vermöge der zweiten aber gleich 
Also ist 



A\ . U| »\j\ • • • 
Ä. • Jd* \j . • • . 



Nun war aber 



P.a/fy... — P? 

vermöge der zweiten Reihe von Formen, also ist anch vermöge des 
gefundenen Werthes für Q 

ABC '••— A.B.C.... ' 

Es ist also das obige Gesetz in seiner ganzen Allgemeinheit be- 
wiesen. 

§ 70. Hieraus gehen sogleich zwei für die Verknüpfung der 
Zahlengrössen höchst wichtige Folgerungen hervor, nämlich erstens, 
dass, wenn für irgend eine Grösse P die fortschreitende Multipli- 
kation mit mehreren Zahlengrössen a, ß, y . . . durch die Multipli- 
kation mit einer bestimmten Zahlengrösse Q ersetzt wird, dies auch 
für jede andere Grösse gilt, die statt P gesetzt wird, indem nämlich 
der für Q im vorigen § gewonnene Ausdruck gänzlich unabhängig 
ist von P, und nur von den Zahlengrössen a,ß,... abhängt ; zweitens 
dass die Zahlengrössen auch beliebig unter sich vertauscht werden 

können, weil man in dem Produkt * * ! im Zähler und Nenner 

A.B.*. 

gleiche Vertauschungen vornehmen kann , indem dadurch in beiden 

gleiche Zeichenänderungen, also für den Werth des Quotienten gar 

keine hervorgeht. Die erste dieser Folgerungen berechtigt uns, das 

Produkt ccßy . . . selbst gleich q zu setzen. Also : 

„Unter dem Produkte mehrerer Zahlengrössen ist diejenige 
Zahlengrösse zu verstehen , welche in ihrer Multiplikation mit 
irgend einer Ausdehnung dasselbe Resultat liefert, als wenn diese 
Ausdehnung fortschreitend mit den Faktoren jenes Produktes 
multiplicirt wird. tf 

Hiernach ist also, wenn A, B, C . . . von einander unabhängig sind, 
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A| B | C \ A| . S| . C| .... 

Ä~I~ c~ '"a.b .c .../ 

Die zweite Folgerung, die wir vorher ableiteten, sagt nun ans, das* 
man Zahlengrössen als Faktoren unmittelbar vertauschen könne. 

§ 71. Um nun die Geltung aller Gesetze arithmetischer Mul- 
tiplikation und Divison (s. § 6) für die Zahlengrössen nachzuweisen, 

haben wir noch die Eindeutigkeit des Quotienten — , so lange a nicht 

a 

null ist, darzuthun. Es bedeutet nach der allgemeinen Definition 

ß 
analytischer Verknüpfungen — diejenige Grösse, welche mit a multi- 

plicirt ß giebt ; es sei nun ay gleich ß, so haben wir zu zeigen, dass, 
wenn zugleich ay gleich ß sei, y nothwendig gleich y sein müsse, 
vorausgesetzt noch immer, dass a nicht null sei. Es soll also, wenn 
A irgend eine Ausdehnung vorstellt, vorausgesetzt werden, dass 

A£ — A(ay)— A(ay') 
sei; da man aber nach dem vorigen § statt mit dem Produkte, mit den 
einzelnen Faktoren multipliciren kann, so hat man auch 

(Aa)y = (Aa)y. 

Nun haben wir aber bei der Definition der Zahlengrösse fest- 
gesetzt, dass zwei Zahlengrössen, welche mit derselben Ausdehnung 
multiplicirt gleiches Resultat geben, auch als gleich betrachtet wer- 
den müssen. Ist nun a nicht null, so ist Aa eine wirkliche Aus- 
dehnung, also nach der angeführten Bestimmung y = /, d. h. der 
Quotient zweier Zahlengrössen eindeutig, so lange der Divisor nicht 
null ist. Da nun auf der Vertauschbarkeit und Vereinbarkeit der 
Faktoren, wie auch auf der Eindeutigkeit des Quotienten in dem 
angegebenen Umfange, alle Gesetze arithmetischer Multiplikation 
und Division beruhen (§ 6) und dieselben Gesetze auch für die Ver- 
knüpfung der Zahlengrössen mit den Ausdehnungen gelten (§ 68), so 
ergiebt sich, dass 

„alle Gesetze arithmetischer Multiplikation und Division für die 

Verknüpfung der Zahlengrössen unter sich und mit den Aus- 

dehnungsgrössen gelten. " *) 

*) Wir entlehnen dabei nichts ans der Arithmetik, als nur den Namen, 
indem wir dieGesetae dieser Verknüpfungen in der allgemeinen Formenlehre 
8 6 unabhängig dargethan haben. 
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Hierdurch ist nun zugleich der wesentliche Zusammenhang 
' zwischen der arithmetischen und der äusseren Multiplikation darge- 
than, indem jene als specielle Gattung von dieser erscheint für den 
Fall nämlich, dass die Faktoren Ausdehnungsgrössen nullter Stufe 
sind. Wir bedienen uns daher für die Multiplikation der Zahlen- 
grössen beliebig bald des Punktes bald des unmittelbaren Aneinander- 
Schreibens, indem das letztere uns oft bequem ist, um die Klammern 
zu ersparen und dadurch die Uebersicht zu erleichtern. 

§ 72. Um zur Addition zweier Zahlengrössen (a und ß) zu ge- 
langen, haben wir zunächst den Ausdruck 

«C + /JC — C! 
zu betrachten , und die Zahlengrösse zu suchen, mit welcher C mul- 
tiplicirt werden muss, damit derselbe Werth C t hervorgehe. Zu 

a t fto 

dem Ende seien a, ß dargestellt in den Formen — und — , wo a 

a a 

Ton C unabhängig sei. Die obige Gleichung verwandelt sich dann in 

a a 

und durch die Multiplikation mit a in 

a t . C -|-a a . C = a . C t , oder (a f -j- a t ) . C « a . C|, 
also 

a 
Wir haben somit den Satz gewonnen, dass 

fi c 4- a *c=^ ai ~^~ a * C" 

"a ' a a 

sei, und zwar zunächst nur, wenn a von C unabhängig ist, aber auf 
dieselbe Weise wie in § 69 lässt sich dies auf den Fall der Abhängig- 
keit ausdehnen. Aus diesem Satze nun geht hervor, dass wenn 

«C + ^C— yG 
ist, dann auch, weil der Ausdruck für y nur von a und ß und nicht 
von C abhängig ist, dieselbe Gleichung für jeden Werth von C fort- 
besteht, und darin liegt die Berechtigung in diesem Falle et -|- ß 
gleich y zu setzen. Also wir setzen 

« + £ — r, 
wenn 

aC + /?C — yC 
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ist , wo C irgend eine Ausdehnung bezeichnet , d. h. nach der De- 
finition ist 

Um nun diese Verknüpfung als wahre Addition nachzuweisen, 
haben wir die Geltung der additiven Grundgesetze und der additiven 
Beziehung zur Multiplikation darzuthun. Zuerst liegt die Vertausch- 
barkeit der Stücke direkt in der Definition , da auch die Stücke aC 
und ßC vertauschbar sind. Um die Vereinbarkeit der Stücke nach- 
zuweisen gehen wir darauf zurück, dass 

(a C + ß C) + v C — a C + (ß C + v C) 
ist ; diese Gleichung verwandelt sich, wenn man das in der Definition 
dargelegte Gesetz auf jeder Seite zweimal anwendet, in 

[(« + ß) + r] c-[« + o» + r)] c, 

woraus folgt 

(«+/?)+ y _a + G* + y). 

Endlich ist auch das Resultat der Subtraktion eindeutig. Denn 

wird der Werth von ß in der Gleichung 

* + ß= r 

m jk a 

gesucht, so erhalten wir , wenn a = —,/?——, y = — gesetzt wird, 

nach dem obigen die Gleichung 

*i +** = *» 
oder 

** = ** — *i- 

Also hat a? einen bestimmten Werth, also auch — oder ß y d. h. 

y — a hat nur Einen Werth , das Resultat der Subtraktion ist ein- 
deutig. Da somit die Grundgesetze der Addition und Subtraktion 
gelten, so gehen auch alle Gesetze derselben. 

§ 73. Es bleibt uns nur noch übrig, die Beziehung dieser 
Addition zur Multiplikation darzustellen, und zu zeigen, dass 

«0* + r)= «£ + «r 

ist. Es ist nach der Definition des Produktes (§ 70) 

P.a(£ + ,r)=Pa.(/? + y ), 
wo der Punkt zugleich die Stelle der Klammern vertreten soll , der 
Ausdruck der rechten Seite ist aber nach dem vorigen § 

— P.aß + P.ay. 
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Also ist wiederum nach dem vorigen §, da 

P.«G» + r)-P aß + V.ay 
ist, anch a (fi -f- y) «-a/?-f- ay. Durch Verknüpfung dieses 
Resultates mit den früher gewonnenen gelangen wir nun zu dem 
allgemeinen Lehrsatze : 

„Alle Gesetze der arithmetischen Verknüpfungen gelten auch 
für die Verknüpfungen der Zahlengrössen unter sich und mit 
den Ausdehnungen ; und alle Gesetze der äusseren Multiplika- 
tion und ihrer Beziehung zur Addition und Subtraktion bleiben 
bestehen , auch wenn man die Zahlengrösse als Ausdehnungs- 
gröS8e null-ter Stufe nimmt , nur dass das Resultat der Division 
mit ihr ein bestimmtes wird. a 

Wenden wir den Begriff der Abhängigkeit, wie wir ihn in § 55 
ffcr Ausdehnungen aufstellten , auch auf die Zahlengrössen an , als 
Ausdehnungsgrössen null-ter Stufe , so zeigt sich , dass diese immer 
unter sich und von allen Ansdehnungsgrössen unabhängig gedacht 
werden müssen, wenn nicht etwa eine dieser Grössen null wird. Die 
Null hingegen erscheint nach § 32 immer als abhängig. Auf der 
andern Seite erscheinen die Zahlengrössen stets als einander gleich- 
artig. 

§ 74. Da wir schon in den Anwendungen zu den vorigen 
Kapiteln der leichteren Uebersicht wegen die Zahlengrösse mit auf- 
genommen hatten: so bleibt uns hier nur noch übrig, die hier gewählte 
Methode auf die Geometrie anzuwenden. Es ist als ein wesent- 
licher Uebelstand bei den bisherigen Darstellungen der Geometrie 
zu betrachten , dass man bei der Behandlung der Aehnlichkeitslehre 
auf diskrete Zahlenverhältnisse zurückzugehen pflegt. Dies Ver- 
fahren , was sich zuerst leicht darbietet , verwickelt , wie wir schon 
oben andeuteten, bald genug in die schwierigen Untersuchungen 
über inkommensurable Grössen; und es rächt sich das Aufgeben 
des rein geometrischen Verfahrens gegen ein dem ersten Anscheine 
nach leichteres durch das Auftreten einer Menge schwieriger Unter- 
suchungen von ganz heterogener Art , welche über das Wesen der 
räumlichen Grössen nichts zur Anschauung bringen. Allerdings 
kann man sich nicht der Aufgabe entziehen , die räumlichen Grössen 
su messen und das Resultat dieses Messens in einem Zahlenbegriff 
auszudrücken. Allein diese Aufgabe kann nicht in der Geometrie 
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selbst hervortreten , sondern nur dann , wenn man ausgerüstet einer- 
seits mit dem Zahlenbegriff, andrerseits mit den räumlichen An- 
schauungen, jenen auf diese anwendet, also in einem gemischten 
Zweige, welchen wir im allgemeinen Sinne mit dem Namen der 
Messkunde belegen können, und von welchem die Trigonometrie 
ein besonderer Zweig ist. *) Bis auf diesen Zweig nun die Aehn- 
lichkeitslehre oder auch noch gar die Flächeninhaltslehre hinaus- 
schieben zu wollen , wie es zwar nicht der Form nach , aber dem 
Gehalte nach in der That bisher geschehen ist, hiesse die (reine) 
Geometrie ihres wesentlichen Inhaltes berauben. Nun finden wir 
zu dem Wege , den wir hier verlangen , in der neueren Geometrie 
mannigfache Vorarbeiten , in unserer Wissenschaft aber ist uns der 
Weg selbst aufs vollkommenste vorgezeichnet 

§ 75. Es bieten sich hier zwei Ausgangspunkte dar, welche 
jedoch ihrem Wesen nach zusammenfallen, wie verschieden auch 
ihr Ausdruck klingen mag. Nämlich vier Strecken, von denen die 
beiden ersten und die beiden letzten unter sich parallel sind , aber 
nicht diese mit jenen, stehen in Proportion, nach der ersten Be- 
trachtungsweise, wenn das Spatheck aus der ersten und vierten 
gleich ist dem aus der zweiten und dritten , nach der zweiten Be- 
trachtungsweise , wenn die Summe aus der ersten und dritten (im 
Sinne unserer Wissenschaft) parallel ist mit der Summe aus der 
zweiten und vierten. Schon aus der in § 67 geführten Entwickelung 
geht die wesentliche Uebereinstimmung beider Betrachtungsweisen 
hervor, indem wenn 

a| . b bb a . bj 
war, daraus hervorging, dass 

(^ + bj).(a + b)-0-) 

d. h. beide Summen (a -f- b) und (af -|- bf) parallel waren , und 
ebenso würde aus der letzten Gleichung die erste folgen; und es 



*) Die Zahlengrosse , wie wir sie in unserer Wissenschaft entwickelt 
haben, erscheint nicht als diskrete Zahl, d. h. nicht als eine Menge von 
Einheiten, sondern in stetiger Form, als Quotient stetiger Grossen, und 
setzt daher den diskreten Zahlenbegriff keinesweges voraus. 

**) Die Formeln sind hier nur Repräsentanten geometrischer Sitae, die- 
ein jeder leicht aus denselben herauslasen kann, 0. Fig. 12, a. 
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t also gleichgültig , von welcher der beiden Gleichungen wir die 
ültigkeit der Proportion 

a 1 :a«-»bf:b 
»h&ngig machen. Wir wollen die zweite Betrachtungsweise als die 
»metrisch einfachere wühlen und können dieselbe so ausdrücken : 
renn zwei Dreiecke parallele Seiten haben, so sagen wir, dass zwei 
diebige parallele Seiten beider sich verhalten , wie zwei andere in 
lisprechender Folge genommen ; denn wenn a und b zwei Seiten 
» einen, und aj und bj die damit parallelen Seiten des andern 
od , so sind eben dann und nur dann a -j- b und a t -j- bf einander 
irallel. Hierbei ist wohl zu beachten, dass auf dieser Stufe vier 
trecken, als Strecken d. h. mit festgehaltener Länge und Richtung 
ifgefasst , nur dann als proportionirt erscheinen , wenn sie paar- 
eise parallel sind , und diese parallelen Strecken stellen wir dann 
der Proportion auf die beiden ersten und auf die beiden letzten 
tollen. 

§ 76. Der eigentliche Nerv der Entwickelung beruht nun 
«in, die Proportion als Gleichheit zweier Verhältnisse nachzu- 
eizen, so dass, wenn 

a : &t — i b : b t , und 

a:ai~c:ci 
k, auch 

b : b f = c : Cj 

i. Um den geometrischen Ausdruck dieses Satzes zu finden, 

tienwir*) 

a = AB, at=AC 

b — BD, bt — CE; 
um würden , wenn die erste Proportion bestehen soll , die Punkte 
. , D , E eine gerade Linie bilden müssen, weil a -|- b, d. h. (AD) 
irallel sein soll, s^ -J- bj, d. h. AE, ebenso sei 

c=BF, et — CG, 
> werden wieder vermöge der zweiten Proportion die Punkte 
, F , G eine gerade Linie bilden ; soll nun auch die dritte Pro- 
irtion richtig sein , so müsste DF parallel mit EG sein ; es ist also 
l zeigen, dass, wenn die Ecken eines Dreiecks in geraden Linien 
•rtrttcken , die sich in Einem Punkte scheiden , und zwei von den 



•) 8. Fig. 12, b. 



112 Aeussere Division. — Zahlengrftsse. § 77—78 

Seiten parallel bleiben, auch die dritte parallel bleiben müsse. Dieser 
Satz ergiebt sich sogleich , wenn die beiden Dreiecke oder (was auf 
dasselbe zurückläuft) die drei Linien, in welchen sich die Ecken be- 
wegen , nicht in derselben Ebene liegen. In diesem Falle darf man 
nur durch je zwei der von A ausgehenden Linien eine Ebene ge- 
legt denken, und durch den Punkt C eine mit BDF parallele Ebene 
legen, so wird diese die drei ersten Ebenen in Kanten schneiden, 
welche mit den Seiten jenes Dreiecks BDF parallel sind, und wovon 
zwei mit CE und CG zusammenfallen ; somit wird auch die dritte 
mit EG zusammenfallen, also EG mit DF parallel sein. 

§ 77. Liegen jene Linien in Einer Ebene , so hat man nur 
von B und C zwei ausserhalb der Ebene liegende einander parallele 
Linien zu ziehen , welche durch eine von A aus gezogene Linie in 
den Punkten H und I geschnitten werden. Dann ist nach dem 
Satze des vorigen § erstens HD parallel IE , zweitens HF parallel 
IG, also vermöge des Parallelismus dieser beiden Linienpaare wieder 
nach demselben Satze DF parallel mit EG. Somit haben wir all- 
gemein bewiesen, dass wenn die Ecken eines Dreiecks sich in 
geraden Linien fortbewegen, die durch einen Punkt gehen, und zwei 
Seiten parallel bleiben , auch die dritte es bleibt ; oder dass , wenn 
zwei Streckenpaare einem und demselben Streckenpaare proportio- 
nirt sind , sie auch unter einander proportionirt sein müssen , sobald 
die drei Streckenpaare 3 verschiedene Richtungen darbieten. 

§ 78. Der Begriff einer Proportion zwischen vier parallelen 
Strecken hat in dem Vorigen noch keine Bestimmung erfahren. 
In der That ist dieser Fall, obgleich arithmetisch der einfachste, 
doch geometrisch der verwickeltste , sofern zu 3 parallelen Strecken 
die vierte Proportionale geometrisch nur durch zu Hülfe nehmen 
einer neuen Richtung erfolgt. Nach dem Princip der im vorigen 
§ geführten Entwicklung haben wir ein Streckenpaar einem ihm 
parallelen als proportionirt zu setzen , wenn beide einem und dem- 
selben Streckenpaare proportionirt sind ; denn sind sie es mit Einem 
solchen , so sind sie es nach dem vorigen § auch mit jedem andern, 
welches dem vorher angenommenen selbst proportionirt ist. Es gut 
somit , wenn wir diese Definition noch zu Hülfe nehmen , allgemein 
der Satz, dass zwei Streckenpaare, welche einem und demselben 
Streckenpaare proportionirt sind, es auch unter einander sein müssen. 
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Somit können wir auch die Proportion, wie wir ihren Begriff 
geometrisch bestimmten, in der That als Gleichheit zweier Aus- 
drücke darstellen, deren jeden wir ein Verhältnis» nennen. Geome- 
trisch sagt dies Resultat, indem man die proportionirten Strecken 
an Einen Punkt anlegt, zunächst nur aus, dass wenn die Ecken eines 
Dreiecks oder überhaupt eines Vielecks sich in geraden Linien 
bewegen, die durch Einen Punkt gehen, und die übrigen Seiten 
dabei sich parallel bleiben, auch die letzte sich parallel bleiben 
müsse , und eben so jede Diagonale. Oder betrachtet man dies sich 
ändernde Vieleck in zweien seiner Zustände , so hat man den Satz : 
„Wenn die geraden Linien, welche die entsprechenden Ecken zweier 
Vielecke von gleicher Seitenzahl verbinden, durch Einen Punkt 
gehen, und alle entsprechenden Seitenpaare bis auf eines parallel 
and, so mus8 auch dies eine Paar parallel sein." Jene Vielecke 
heissen dann bekanntlich „ähnlich und ähnlich liegend , u jener Eine 
Punkt ihr „Aehnlichkeitspunkt". Umgekehrt ergiebt sich, dass zwei 
Dreiecke , welche parallele Seiten haben , auch ähnlich und ähnlich 
liegend sind, oder dass die geraden Linien, welche ihre ent- 
sprechenden Ecken verbinden , durch Einen Punkt gehen. Hieraus 
wieder folgt , dass in ähnlichen und ähnlich liegenden Figuren die 
Durchschnittspunkte zweier entsprechender Diagonalenpaare mit 
dem Aehnlichkeitspunkte in Einer g. L. liegen und Überhaupt , dass, 
wenn man die Verbindungslinien entsprechender Punktenpaare und 
ebenso die Durchschnittspunkte entsprechender Linienpaare als ent- 
sprechend setzt , dann jedesmal in ähnlichen und ähnlich liegenden 
Figuren je zwei entsprechende Punkte mit dem Aehnlichkeitspunkte 
in gerader Linie liegen , je zwei entsprechende Linien aber parallel 
sind. Hiermit sind dann die Sätze für die Aehnlichkeit , so weit 
man sie auf dieser Stufe (ohne den Begriff der Länge aufzunehmen) 
ableiten kann, entwickelt, und überall auf dem Begriff des Aehnlich- 
keitspunktes basirt. Es ist aber auch leicht abzusehen , wie dem 
ganz entsprechend , wenn man noch den Begriff der Länge , wie es 
in der Geometrie gewöhnlich geschieht , sogleich mit aufnimmt , alle 
Sätze der Aehnlichkeit selbst genau in der Form , in welcher man 
sfe gewöhnlich aufstellt , dargestellt werden können , ohne dass man 
irgend den Begriff der Zahl aufzunehmen Ursache hätte. Auf die 

weitere Darlegung dieses Gegenstandes kann ich mich um so 

8 
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weniger einlassen , da die Entwickelang dem zweiten Theile dieses 
Werkes parallel gehen würde. 

§ 79. Nachdem wir so das Princip der Entwickelang für die 
Geometrie dargelegt haben , können wir ans wohl der Mühe über- 
heben , die Entwickelang noch auf die Proportionalität der Flachen- 
räume auszudehnen. Auch erscheint es überflüssig, für die 
Verknüpfungen der Zahlengrössen , wie wir sie in der abstrakten 
Wissenschaft formell bestimmt haben, noch die entsprechenden Sätze 
der Geometrie aufzustellen , da dieselben ihres Formalismas wegen 
nur für die Analyse eine Bedeutung haben, und mehr als blosse analy- 
tische Abkürzungen erscheinen, als dass sie eigentümliche räum- 
liche Verhältnisse darlegten. Interessant ist es noch zu bemerken, 
wie bei der rein geometrischen Darstellung wie auch in der ab- 
strakten Wissenschaft die Betrachtung vom Baume aus zur Ebene, 
und dann erst von dieser zur geraden Linie führt, und daas somit 
diejenige Betrachtung , in welcher alles räumlich aus einander tritt, 
sich räumlich entfaltet, auch als die der Baumlehre eigentümliche 
und für sie als die einfachste erscheint , während , wenn die Gebilde 
in einander liegen , dann auch alles noch verhüllt erscheint, wie der 
Keim in der Knospe , and erst seine räumliche Bedeutung gewinnt, 
wenn man das Ineinanderliegende in Beziehung setzt zu dem räum- 
lich Entfalteten. 



Fünftes Kapitel. 

Gleichungen, Projektionen. 

§ 80. Nachdem wir in den vorigen Kapiteln die Ver- 
knüpfungsgesetze kennen gelernt haben , welchen die Ausdehnung»- 
grossen unterliegen, so bleibt uns nun übrig, diese Gesetze auf 
die Auflösung und Umgestaltung der Gleichungen , welche zwischen 
solchen Grössen stattfinden können, anzuwenden. Da die Glieder 
auf beiden Seiten einer Gleichung als zu addirende oder zu sub- 
trahirende alle von gleicher Stufe sein müssen , so können wir der 
Gleichung selbst diese Stufenzahl beilegen, und also anter einer 
Gleichung n-ter Stufe eine solche verstehen, deren Glieder von 
n-ter Stufe sind. Zunächst haben wir uns nun die Frage zu stellen, 
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was für Umgestaltungen wir mit solchen Gleichungen vornehmen 
dürfen , oder wie wir andere Gleichungen daraus ableiten können. 
Dass man die Glieder derselben mit Aenderung der Vorzeichen 
yon einer Seite auf die andere bringen kann , ist klar , und es fragt 
sich also nur noch nach den Umgestaltungen, welche eine Gleichung 
durch Multiplikation und Division erleiden kann. Dabei wollen 
wir annehmen , dass alle Glieder auf dieselbe (linke) Seite gebracht 
seien , und also die andere (rechte) Seite gleich Null ist. Nun ist 
klar, dass, wenn man beide Seiten der Gleichung mit einer und 
derselben Ausdehnungsgrösse multiplicirt , dann die rechte Seite 
null bleibt, auf der linken aber statt der ganzen Summe die einzelnen 
Glieder multiplicirt werden können. Man kann also, indem man 
alle Glieder einer Gleichung jedesmal mit derselben Ausdehnnngs* 
grosse multiplicirt, eine Reihe neuer Gleichungen aus derselben 
ableiten, welche im Allgemeinen (wenn der hinzutretende Faktor 
nicht etwa von nullter Stufe ist) von höherer Stufe sind als die 
gegebene. Ist die gegebene Gleichung von m-ter Stufe , und ist das 
System, welchem alle Glieder angehören, und welches wir das 
Hanptsystem der Gleichung nennen , von n-ter Stufe , so kann 
man insbesondere jene Gleichung mit einer Ausdehnung von er- 
gänzender d. h. von (n-m)ter Stufe, welche gleichfalls dem 
Hauptsysteme angehört, multipliciren , und erhält dadurch eine 
Gleichung von n-ter Stufe , deren Glieder alle einander gleichartig 
and. Hiernach kann man also aus jeder Gleichung , deren Glieder 
ungleichartig sind, insbesondere eine Keine von Gleichungen ableiten, 
deren jede lauter gleichartige Glieder enthält. 

§ 81. Obgleich man nun aus einer Gleichung beliebig viele 
Gleichungen höherer Stufen ableiten kann , so kann man doch nicht 
umgekehrt aus einer der letzteren die ursprüngliche Gleichung 
herstellen. In der That, wenn man aus der ursprünglichen 
Gleichung 

^4 — 0, 
in welcher A ein Aggregat von beliebig vielen Gliedern bedeutet, 
durch Multiplikation mit einer beliebigen Ausdehnung L eine neue 
Gleichung 

J.L — 
abgeleitet hat ; so folgt nun , wenn nur die Richtigkeit der letzten 

8* 
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Gleichung g egeben ist, keinesweges daraas die R i chti g k e it der 
e rnteten : Tiehnehr folgt aus jener letzten ar 

L 

in welcher nach dem Torigen Kapitel — jede ron L abhängige 

L* 

Grösse, die Null mit eingeschlossen, darstellt. Die Gleichung J=»0 

wird «eh daher nur dann ergeben , wenn luiiangtatUI ist , das ^ 

keinen Ton L abhangigen gehenden Werth habe , oder mit andern 

Worten, wenn die Glieder, als deren Summ e A gedacht ist. einem 

Ton L unabhängigen Systeme angehören ; d. h. „wenn die Glieder 

einer Gleichung alle einen gemeinschaftlichen Faktor L auf 

derselben Stelle haben , and die sammtliehen übrigen Faktoren aller 

Glieder einem Ton diesem gemeinschaftlichen Faktor unabhängigen 

Systeme angehören , so kann man den Foktor L in allen Gliedern 



§ 82. Durch Ve rknüpf ung der Verfahrungsarten der 
Torigen Paragraphen gelangen .wir nun zu einem Verfahren, um aus 
einer Gleichung andere Gleichungen derselben Stufe abzuleiten. 
InderThat ist 

A-f-B-|-.... = 
die ursprüngliche Gleichung, so erhalten wir durch Multiplikation 
mit L (nach § 80) die Gleichung 

A.L-f-B.L-|-... = 0. 

Wollen wir nun hierauf das Verfahren Ton § 81 anwenden, 

um den Faktor L wegzuschaffen , so müssen wir die Glieder dieser 

Gleichung in solcher Form darstellen, das» die Faktoren, mit 

welchen L muloplicirt ist , insgesammt einem ron L unabhängigen 

Systeme angehören. £s sei G ein solches System und A' , B' 

seien Ausdehnungen, welche diesem System angeboren, und die 
Beschaffenheit haben, dass 

A . L ^= A . L, B . L ^= B • L*. . . . . 
sei, so hat man die Gleichung 

A'.L-(-B'.L+....-0, 
und daraus nach dem vorigen § 

A' + B'-f .... = 0, 
«ine Gleichung, welche von derselben Stufe ist, wie die Ursprung- 
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liehe. Ein jedes Glied der letzten Gleichung ist aus dem ent- 
sprechenden der ersten dadurch hervorgegangen , dass man in dem 
Systeme G eine Grösse gesucht hat , welche mit einer von G unab- 
hängigen Grösse L multiplicirt dasselbe giebt, wie das entsprechende 
Glied der ursprünglichen Gleichung, und es zeigt sich sogleich, 
dass , wenn eine solche Grösse möglich ist , auch immer nur Eine 
möglich sei. Nimmt man nämlich zwei solche an , etwa A' und A", 
welche aus A auf die angegebene Weise entstanden sein sollen , so 
müssen sie nach der Voraussetzung mit L multiplicirt gleiches 
Kesultat geben (nämlich AL) ; wir erhalten also die Gleichung 

A'.L — A'.L 

und da das System G, welchem A' und A" angehören, von L 
unabhängig sein soll , so kann man nach § 8 1 hier L weglassen und 
hat 

A' = A", 

d. h. beide Werthe fallen in Einen zusammen ; es ist also in der 
That nur Eine solche Grösse möglich. Wir nennen hier A' die 
Projektion oder Abschattung *) , A die projicirte oder abgeschattete 
Grösse , G das Grundsystem , das System L das Leitsystem , und 
sagen , dass A' die Projektion oder Abschattung von A auf G nach 
(gemäss) dem Leitsystem L sei. Also „unter der Projektion oder 
Abschattung einer Grösse (A) auf ein Grundsystem (G) nach einem 
Leitsysteme (L), verstehen wir diejenige Grösse, welche dem Grund- 
systeme angehörend, mit einem Theil des Leitsystems gleiches 
Produkt liefert, wie die projicirte oder abgeschattete Grösse (A). tf 
Wir können somit den im Anfange dieses § entwickelten Satz in der 
Form aussprechen : 

„Eine Gleichung bleibt als solche bestehen, wenn man alle 
ihre Glieder in demselben Sinne abschattet (projicirt) ; u 

oder auch , wenn man Ein Glied auf die eine Seite allein geschafft 

denkt, 



*) Die Namen Projektion and Abschattung sollen nicht überall 
dasselbe bedeuten , ihr Unterschied wird aber erst im zweiten Abschnitte 
dieses Theiles heraustreten ; auf die hier betrachteten Grössen angewandt, 
fallen beide Begriffe zusammen. 
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„die Abschattung (Projektion) einer Summe ist gleich der 
Summe ans den Abschattungen der Stücke.* *) 
§ 83. Um der Betrachtungsweise eine grossere Anschaulich- 
keit tu geben, haben wir zu untersuchen, wann die Abschattung 
null, und wann sie unmöglich wird. Soll die Absebattung A' null 
werden, so ranas auch, da 

A'.L=A.L 
ist , das Produkt A . L null, d. h. A von L abhängig sein ; aber auch 
umgekehrt , herrscht diese Abhängigkeit T so muss T weil das System, 
dem jeder geltende Werth von A' angehören soll , von L unabhängig 
ist , also das Produkt A' . L nicht gleich null machen kann , A' selbst 
null sein. Also ist die Absebattung dann , aber auch nur dann null, 
wenn die abgeschattete Grosse vom Leitsystem abhängig ist. Da 
endlich jede dem Systeme 6 angehörige Grösse , mit L multiplicirt, 
dem Systeme G . L angehören muss . so wird A' . L , also auch das 
ihm Gleiche A . L, nothwendig dem Systeme G . L angehören , wenn 
die Abschattung möglich sein soll ; wobei der Nullwerth, wie immer, 
als jedem beliebigen Systeme angehörig und von ihm abhängig be- 
trachtet wird. Aber auch umgekehrt, wenn A.L dem Syste me 
G . L angehört , so ist die Abschattung allemal möglich ; denn wem 
A . L nicht null ist , und es dem Systeme G . L angehört , so müssen 
die einfachen Faktoren von A . L sich als Summen von Stücken dar- 
stellen lassen , welche denen von G . L gleichartig sind ; also muss 
dann namentlich A sieh auf diese Weise darstellen lassen; aber 
diejenigen Stücke , welche mit den Faktoren von L gleichartig sind, 
kann man , ohne den Werth des Produktes A.L ra andern , weg- 
lassen ; thut man dies , und nennt die so gewonnene Grösse , welche 
nun statt A eintritt , A', so sind die Faktoren von A* nur von G ab- 
hängig, A' gehört also zugleich dem Systeme G an , ist also die Ab- 
schattung von A; ist aber A.L gleich null, so haben wir schon 
nachgewiesen, dass die Abschaltung auch null, also möglich ist. 
Somit hat sich ergeben, dass die Abschattung allemal dann, aber 
auch nur dann , möglich ist , wenn das Produkt der abgeschatteten 



*) Ick siebe in dem Ausdruck der Sitie dem Namen Abschattung vor, 
in dieser Form die Sätze aDgeseein sind, and ameh für die später sa 
entwickelnden Grossen bestehen bleiben. 
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Grösse in das Leitsystem dem Produkte des Grandsystems in das 
Leitsystem angehört. — Da , wenn A . L nicht null ist , die ange- 
führte Bedingung mit der Bedingung identisch ist, dass A dem 
Systeme G . L angehöre , so können wir die Resultate dieses § auch 
in folgendem Satze zusammenfassen : 

„Ist die abzuschattende Grösse von dem Leitsysteme abhängig, 
so ist die Abschattung ; ist sie davon unabhängig , so hat die 
Abschattung allemal dann einen geltenden Werth, wenn die 
abzuschattende Grösse dem aus dem Grund- und Leitsysteme 
zusammengesetzten Systeme angehört; in jedem andern Falle 
ist sie unmöglich." 

Wenden wir den Begriff der Abschattung auch auf die Grössen 
null-ter Stufe d. h. auf die Zahlengrössen an , so haben wir nur zu 
beachten, dass die Allgemeinheit der Gesetze es erfordert, dieselben 
als jedem beliebigen Systeme angehörig , aber , wenn sie nicht null 
sind , als von ihnen unabhängig zu betrachten (s. Kap. 4). Daraus 
geht dann hervor , dass die Zahlengrössen bei der Abschattung sich 
nicht ändern. 

§ 84. Wir gehen nun zur Abschattung eines Produktes über, 
um dieselbe mit den Abschattungen seiner Faktoren zu vergleichen. 
Es sei A . B das Produkt , A' und B' die Abschattungen von A und 
B auf das Grundsystem G nach dem Leitsystem L , so hat man die 
Gleichungen 

A'.L=*A.LundB'.L = B.L, 

Die Abschattung des Produktes A.B wird nun diejenige 
Grösse sein, welche, dem Systeme G angehörend, mit L multiplicirt 
ein Produkt giebt, welches gleich A . B . L ist. Da nun A . L gleich 
ist A' . L , so kann ich in dem Produkte A . B . L statt A den Werth 
A' setzen, wie sich sogleich durch zweimalige Vertauschung und 
Zusammenfassung ergiebt. *) Somit erhalte ich 



*) In der That kann ich A.B . L entweder gleich A . L . B oder gleich 
— A . L . B setzen , dann die Faktoren A . L zu einem Produkt zusammen 
fassen , statt dieses Produktes das ihm gleiche A • L setzen , und dann die 
vorige Ordnung wiederherstellen, wobei, wenn das m»nu.«-Zeichen ein- 
getreten war, sich nothwendig das ursprüngliche Zeichen wiederherstellt. 
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A . B . Lt = A . B .Ljcb A. . B «L«, 

letzteres , weil B . L gleich ist B' . L. Da nun A' und B beide dem 
Systeme 6 angehören , so gehört aneh A' . B' ihm an , und da zu- 
gleich, wie wir eben zeigten, 

A . B.Li«™« A . B .L 

ist , so ist in der That A' . B' die Abschattung toh A . B ; also hat 

man den Satz : 

„Die Absehattnng eines Produktes ist das Produkt ans den 
Abschottungen seiner Faktoren, wenn alle Abschaltungen in 
demselben Sinne genommen (<L h. Grundsystem und Leitsystem 
dieselben) sind;" 

oder mit dem früheren Besuhate zusammengefasst : 

„Eine richtige Gleichung bleibt richtig, wenn man ihre 
GUeder, oder die Faktoren ihrer Glieder, alle in demselben 
Sinne abschattet. •* 
Hat man ins Besondere die Gleichung 

A| «* aA, oder -^ — a, 

wo a eine Zahlengrosse bezeichnen soll , so folgt daraus , wenn A' t 
und A' die Abschattungen von A, und A sind, die Gleichung 

A' 
A't = aA' oder — - — a, 

d. h. der Werth eines Quotienten zweier gleichartiger Grossen 
ändert sich nicht , wenn man statt derselben die in gleichem Sinne 
genommenen Abschattungen setzt. Oder allgemeiner sucht man 

die Abschattung eines Quotienten — » so hat man, da dieser Quotient 

. B 

jede Grösse C bezeichnet, welche der Gleichung 

C.B = A 

genügt, durch Abschattung der einzelnen Faktoren in gleichem Sinne 

die neue Gleichung 

A' 

C.B' = A'oderC — — ,» 

•B 

d. h. statt einen Quotienten abzuschatten, kann man Zähler und 

Nenner in demselben Sinne abschatten. Fassen wir daher Addition, 

Subtraktion, äussere Multiplikation und Division unter dem 
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allgemeinen Begriffe der Grundverknüpfungen zusammen, so können 
wir den allgemeinen Satz aufstellen, welcher die früheren in sich 
8chliesst : 

„Statt das Ergebniss einer Grundverknüpfung abzuschatten, 
kann man deren Glieder in demselben Sinne abschatten." 
§ 85. Es bietet sich uns hier die Aufgabe dar, die Ab- 
schattung analytisch auszudrücken , wenn die Grösse , welche abge- 
schattet werden soll , und der Sinn der Abschattung , d. h. Grund- 
system und Leitsystem gegeben sind. Doch beschränken wir uns 
hier nur auf den Fall, dass die abzuschattende Grösse mit dem 
Grundsysteme von gleicher Stufe ist , indem die Lösung im allge- 
meineren Falle zwar auch schon hier leicht zu bewerkstelligen ist, 
jedoch zu einem Ausdrucke führen würde , der an Einfachheit dem 
später zu entwickelnden Ausdrucke (s. Abschn. II Kap. 4) sehr 
nachstehen würde. Es sei A die abzuschattende Grösse, L ein 
Theil des Leitsystems , G des Grundsystems , und A und G seien 
von gleicher Stufe , so wird die Abschattung A' mit G gleichartig 
sein müssen, also 

A ' — xG 

gesetzt werden können, wo x eine Zahlengrösse ist. Multiplicirt 
man diese Gleichung mit L, so hat man 

A'.L — xG.L 

oder da A' . L nach dem Begriff der Abschattung gleich A . L ist, so 
hat man 

A . L = xG . L, also x =» * 

(jr .Li 

und daraus 

A'_ — G 

was der gesuchte analytische Ausdruck ist. Den Wortausdruck 
dieses Resultats versparen wir uns bis zur Behandlung des allge- 
meinen Falles. 

§ 86. Dagegen müssen wir den Faden wieder anknüpfen, den 
wir oben (81) fallen Hessen. Wir hatten nämlich dort gezeigt, wie 
man zwar aus einer Gleichung 

A + B-f...— 



122 Gleichungen. — Projektion. § 86 

durch Multiplikation mit einer beliebigen Ausdehnung L eine neue 
Gleichung 

A.L-f B.L-f...«0 
ableiten , aber aus dieser im Allgemeinen nicht wieder die ursprüng- 
liche herleiten könne; es kommt also jetzt darauf an, aus jener 
Gleichung einen Verein von Gleichungen dieser Art abzuleiten, 
welcher jene eine ersetze , d. h. aus welchem sich jene erste wieder- 
um ableiten lässt. Ins Besondere liess sich der Faktor L so aus- 
wählen, dass nach der Multiplikation der einzelnen Glieder mit 
diesem Faktor eine Gleichung aus lauter gleichartigen Gliedern 
hervorging, und da solche Gleichungen als die einfachsten er- 
scheinen, so wird es besonders darauf ankommen, jene erste 
Gleichung durch Gleichungen dieser Art zu ersetzen. *) Die Ent- 
wickelung der folgenden Paragraphen zeigte, wie die Gleichung 

A.L-fB.L-f- — 

ersetzt werden konnte durch eine Gleichung zwischen den Ab- 
schattungen auf ein und dasselbe Grundsystem nach dem Leitsystem 
L, also, wenn A', B . . . solche Abschattungen von A, B . . . darstellen, 
durch die Gleichung 

A' + B'-f ... = 0; 
und die Aufgabe , die wir uns stellten , ist also identisch mit der, 
eine Gleichung zu ersetzen durch einen Verein von Gleichungen, 
welche durch Abschattungen der ersteren hervorgehen, und nament- 
lich eine Gleichung zwischen ungleichartigen Gliedern durch solche 
Abschattungsgleichungen , deren Glieder alle gleichartig sind. Es 
sei die ursprüngliche Gleichung von m-ter Stufe, und ihr Haupt- 
system d. h. das System, welchem alle ihre Glieder insgesammt 
angehören , von n-ter Stufe , und zwar sei dies letztere dargestellt 
als Produkt von n unabhängigen einfachen Faktoren a . b Als- 
dann wird nach dem Begriffe des Systems n-ter Stufe sich jeder 
einfache Faktor eines jeden Gliedes der gegebenen Gleichung 
als Summe darstellen lassen , deren Stücke jenen Faktoren a , b, . . . 
gleichartig sind, also in der Form a t — (— b| -f- Denkt man sich 



*) Wir sagen überhaupt, dass sich zwei Vereine von Gleichungen 
gegenseitig ersetzen , wenn man ans jedem der beiden Vereine den andern 
ableiten kann. 
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jeden einfachen Faktor jedes Gliedes der gegebenen Gleichung auf 
diese Weise dargestellt , und führt die Multiplikation aus , so dass 
die Klammern verschwinden, so erhält man eine Summe von 
Gliedern , deren jedes mit einem der Produkte zu m Faktoren aus 
a , b , . . . gleichartig ist. Multiplicirt man nun die Gleichung mit 
(n-m) von den Faktoren a , b . . . . , so bleiben nur diejenigen Glieder 
von geltendem Werthe, welche mit dem Produkte der m übrigen 
Faktoren jener Reihe a , b , . . . gleichartig sind , indem alle andern 
wenigstens Einen einfachen Faktor enthalten, der mit den neu 
hinzutretenden Faktoren gleichartig ist , also bei dieser Multiplika- 
tion verschwinden. Nun kann man aber wiederum nach § 81 die 
hinzugetretenen Faktoren hinweglassen, indem das System , dem die 
übrigen angehören , von dem System der hinzutretenden unabhängig 
ist. Man erhält auf diese Weise einen Verein richtiger Gleichungen, 
wenn man, nachdem die ursprüngliche Gleichung auf die angegebene 
Weise umgestaltet ist, jedesmal die gleichartigen Glieder zu 
einer Gleichung vereinigt. Und da die sämmtlichen so gewonnenen 
Gleichungen bei ihrer Addition die ursprüngliche wiedergeben, 
so haben wir einen Verein von Gleichungen gewonnen , welcher die 
ursprüngliche genau ersetzt, und die Aufgabe ist gelöst. Somit 
haben wir den Satz : 

„Wenn man in einer Gleichung m-ter Stufe, deren Glieder 
einem Systeme n-ter Stufe angehören , jeden einfachen Faktor 
eines jeden Gliedes als Summe darstellt, deren Stücke n von 
einander unabhängigen Strecken gleichartig sind, und durch- 
multiplicirt, so kann man jede Reihe von gleichartigen Gliedern, 
welche daraus hervorgehen, zu Einer Gleichung zusammen- 
fassen und erhält dadurch einen Verein von Gleichungen, 
welcher die ursprüngliche ersetzt." 

Oder, da jede dieser Gleichungen ersetzt wird durch eine Gleichung, 
welche aus der ursprünglichen durch Multiplikation mit (n-m) von 
den Faktoren a, b . . . . hervorgeht, 

„wenn man eine Gleichung m-ter Stufe , deren Glieder einem 
Systeme n-ter Stufe angehören, nach und nach mit jedem Produkt 
zu (n-m) Faktoren, welches sich aus n von einander unab- 
hängigen Strecken jenes Systems bilden lässt, multiplicirt, so 
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erhält man einen Verein von Gleichungen, welcher die ursprüng- 
liche ersetzt. u 

Da die Glieder , welche bei dem vorhergehenden Satse in jeder 
abgeleiteten Gleichung erschienen, sich unmittelbar als Abschattungen 
der Glieder , welche in der ursprunglichen Gleichung vorkamen, zu 
erkennen geben, so können wir den gewonnenen Satz auch vermittelst 
des Begriffs der Abschattungen aussprechen , haben jedoch für den 
bequemeren Ausdruck noch eine Reihe neuer Begriffe aufzustellen. 

§ 87. Nämlich die Betrachtungsweise des vorigen § führt uns 
zu dem Begriffe der Koordinatensysteme oder Richtsysteme , welche 
wir jedoch in einem viel ausgedehnteren Sinne auffassen , als dies 
gewöhnlich geschieht. Auch erlaube ich mir, die sonst üblichen 
Benennungen, welche namentlich, wenn sie der durch die Wissen- 
schaft geforderten Erweiterung unterworfen werden sollen, als sehr 
schleppend erscheinen, und überdies fremden Sprachen entlehnt sind, 
durch einfachere zu ersetzen. Ich nenne die n Strecken a , b , . . . . , 
welche ein System n-ter Stufe bestimmen , (also alle von einander 
unabhängig sind,) sofern jede Strecke des Systems durch sie aus- 
gedrückt werden soll, dieRichtmasse erster Stufe oder die Grund- 
masse dieses Systems, ihren Verein ein Richtsystem, die Pro- 
dukte von m Grundmassen (mit Festhalten der ursprünglichen Ord- 
nung derselben) Richtmasse m-ter Stufe, das Rieh tmass n-ter 
Stufe das Hauptmass, die Systeme der Richtmasse m-ter Stufe 
endlich nennen wir Richtgebiete m-ter Stufe, die Systeme 
der Grundmasse ins Besondere Richtaxen (Koordinatenaxen). 
Ergänzende Richtmasse nennen wir solche, die mit einander 
multiplicirt das Hauptmass geben , und die ihnen zugehörigen Richt- 
gebiete nennen wir gleichfalls ergänzende. 

§ 88. Durch die in § 86 geführte Entwickelung ist klar, wie 
jede Ausdehnung m-ter Stufe, welche einem Systeme n-ter Stufe 
angehört , sich als Summe darstellen lässt von Stücken , welche den 
Richtmassen m-ter Stufe, die zu jenem Systeme gehören , gleichartig 
sind. Diese Stücke nun nennen wir Richtstücke jener Grösse, so 
dass also jede Grösse als Summe ihrer Richtstücke erscheint, die 
Zahlengrössen , welche hervorgehen, wenn die Richtstücke einer 
Grösse durch die entsprechenden (gleichartigen) Richtmasse dividirt 
werden, die Zeiger der Grösse, so dass also jede Grösse als Viel- 



§ 89 — 90 Richtsysteme. — Ersetzung. 125 

f&chen-Summe *) der Richtmasse gleicher Stufe erscheint. Die Richt- 
stücke einer Grösse erster Stufe sind es, welche sonst auch Koor- 
dinaten genannt worden. Eine Grösse im Sinne des Richtsystems 
abschatten (projiciren) , heisst sie auf eins der Richtgebiete gemäss 
dem ergänzenden Richtgebiete abschatten. 

§ 89. Wenden wir diese Begriffe auf die in § 86 aufgestellten 

Sätze an, so gehen dieselben in folgende über : 

„In einer Gleichung kann man statt aller Glieder die Richt- 
stücke oder Zeiger derselben setzen , welche einem beliebigen, 
aber alle demselben Richtmasse zugehören, und führt man dies 
in Bezug auf alle Richtmasse derselben Stufe aus, so erhält 
man einen Verein von Gleichungen, welcher die gegebene 
ersetzt. u 
Die in § 86 abgeleiteten Gleichungen sind nämlich eben diese 

Gleichungen zwischen den Richtstücken , und aus ihnen erhält man 

die Zeigergleichungen durch Division mit dem jedesmal zugehörigen 

Richtmasse. **) Ferner : 

„Aus einer Gleichung kann man einen sie ersetzenden Verein 
von Gleichungen ableiten, indem man jene Gleichung nach und 
nach mit den sämmtlichen Richtmassen, deren Stufenzahl die 
der Gleichung zu der des Hauptsystems ergänzt, multiplicirt." 

§ 90. Wenn wir eine als Summe ihrer Richtstücke dargestellte 
Grösse m-ter Stufe mit einem Richtmasse von ergänzender d. h. 
(n — m)ter Stufe multipliciren , so fallen alle Richtstücke bis auf 
eins weg, und dies eine erscheint daher als Abschattung jener Grösse 
auf das Richtgebiet m-ter Stufe gemäss dem ergänzenden Richt- 
gebiete , und alle Richtstücke jener Grösse erscheinen also als im 
Sinne des Richtsystems erfolgte Abschatrungen auf die ver- 
schiedenen Richtgebiete gleicher Stufe. Wir können daher sagen, 
„eine Gleichung m-ter Stufe werde ersetzt durch einen Verein 
von Gleichungen, welche durch Abschattung auf die ver- 



*) Jedes Produkt einer Grösse in eine Zahlengrösse nennen wir näm- 
lich ein Vielfaches der ersteren , nnd unterscheiden davon das Mehrfache, 
bei welchem jene Zahlengrösse eine ganze Zahl sein muss. 

**) Diese Zeigergleichungen, als Gleichungen zwischen blossen Zahlen- 
grössen, vermitteln am vollständigsten den Uebergang zur Arithmetik. 
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schiedenen Richtgebiete m-ter Stufe im Sinne des Richtsystems 

hervorgehen." *) 

Zugleich ergiebt sich hieraus ein einfacher analytischer Aus- 
druck für die Richtstücke oder Zeiger einer Grösse. Es werde 
nämlich das einem Richtmasse A zugehörige Richtstück P' einer 
Grösse P gesucht , B sei das zu A gehörige ergänzende Richtmass, 
so hat man, da P die Abschattung von P auf A nach B ist (s. § 85), 

* A.B A ' 
also ist der zugehörige Zeiger gleich 

P.B 
A.B' 
d.h. 

„der einem Richtmass A zugehörige Zeiger einer Grösse ist 
gleich einem Bruche , dessen Zähler das Produkt der Grösse in 
das ergänzende Richtmass und dessen Nenner das Produkt 
jenes ersten Richtmasses in das ergänzende ist." 

§ 91. Wenden wir die in diesem Kapitel entwickelten Begriffe 
auf die Geometrie an , so ergiebt sich zunächst für die Ebene nur 
Eine Art der Projektion (Abschattung) , **) indem eine Strecke auf 
eine gegebene gerade Linie nach einer gegebenen Richtung projicirt 
werden kann. Das Richtsystem ftir die Ebene bietet nur zwei 
Grundmasse und zwei ihnen zugehörige Richtaxen dar. Als Haupt- 
mass erscheint der Flächenraum des von den beiden Grundmassen 
gebildeten Spathecks (Parallelogramms). Im Räume treten drei 
Arten der Projektion hervor , nämlich es werden entweder Strecken 
oder Flächenräume auf eine gegebene Ebene nach einer gegebenen 
Richtung projicirt, oder es werden Strecken auf eine gegebene 
gerade Linie parallel einer gegebenen Ebene projicirt. Das Richt- 
system für den Raum bietet drei Grundmasse und drei ihnen zuge- 
hörige Richtaxen dar, ferner 3 Richtebenen als Richtgebiete zweiter 



*) Dass eine Gleichung m-ter Stufe in einem System n-ter Stufe durch 
so viel einfache Gleichungen ersetzt werde, als es Kombinationen aus n 
Elementen zur m-ten Klasse gebe, bedarf wohl kaum einer Erwähnung. 

**) Wir ziehen bei dieser Anwendung wieder den Namen der Pro- 
ektion vor, aus Gründen, die späterhin von selbst einleuchten werden. 
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Stufe, und 3 ihnen zugehörige Richtmasse zweiter Stufe, welche die 
Flächenräume der ans je zwei Grundmassen beschriebenen Spathecke mit 
Festhaltung der Richtungen ihrer Ebenen darstellen. Als Hauptmass 
erscheint das von den 3 Grundmassen beschriebene Späth (Parallele- 
pipedum). Interessant erscheint hier besonders die Darstellung eines 
Flächenraums von bestimmter Richtung als Summe seiner Richtstücke, 
nämlich als Summe dreier Flächenräume, welche den drei Richtebenen 
angehören. Da die Sätze, welche sich über Projektionen und Richt- 
systeme in der Geometrie aufstellen lassen , in unserer Wissenschaft 
schon ganz in der Form aufgestellt sind, in welcher sie für die Geo- 
metrie auszusprechen wären , so können wir uns der Wiederholung 
derselben hier überheben. 

§ 92. Dagegen wollen wir das Problem der Koordinaten- 
verwandlung zunächst für die Geometrie und demnächst auch all- 
gemein für unsre Wissenschaft lösen. Es seien a , b , c, drei Grund- 
masse und ef , eg, 63, drei neue von einander unabhängige Grundmasse, 
welche als Vielfachensummen jener ursprünglichen Grundmasse gegeben 
sind , so ist nun die Aufgabe : eine Grösse p , einestheils wenn sie als 
Vielfachensumme der ursprünglichen Grundmasse gegeben ist, als 
Vielfachensumme der neuen Grundmasse darzustellen, und umgekehrt, 
wenn sie in der letzteren Form gegeben ist, sie in der ersteren dar- 
zustellen, in beiden Fällen sind die Zeiger zu suchen. Diese Aufgaben 
sind nun in der That durch den Satz in § 90 , welcher die Zeiger 
finden lehrt, gelöst. Danach ist in Bezug auf die erste Aufgabe 
der zu ei gehörige Zeiger von p gleich 

p .ej.eg 



und in Bezug auf die zweite der zu a gehörige Zeiger von p gleich 

p.b.c 
a.b.c 

und durch diese so höchst einfachen Ausdrücke ist das Problem der 
Koordinatenverwandlung in seiner grössten Allgemeinheit gelöst. Die 
zweite Aufgabe ist besonders bei der Theorie der Kurven und Ober- 
flächen von Wichtigkeit, indem dieselben dadurch bestimmt werden, 
dass zwischen den Zeigern einer Strecke, welche von einem als 
Anfangspunkt der Koordinaten angenommenen Punkte nach einem 
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Punkte der Kurve oder Oberfläche gezogen ist , eine Gleichung auf- 
gestellt wird. Es sei p = xa-|-yb-|-zc diese Strecke, und 

f (x, 7, z) = 

die Gleichung , welche eine Oberfläche bestimmt ; sucht man nun die 
Gleichung derselben Oberfläche zunächst für denselben Anfangspunkt 
der Koordinaten, aber in Bezug auf neue Richtaxen und auf die ihnen 
zugehörigen Richtmasse, ei , e$ , e 3 , so hat man, wenn p = Ujei -f- 
Ugeg -|- u 3 e3 ist, die Gleichung 

p .b . c a .p . c a.b.p 



/p.b.c a.p.c a.b.p\ 

Va.b.c' a.b.c' a.b.c/ 



eine Gleichung , welche, wenn man statt p seinen Werth substituirt, 
als Gleichung zwischen den neuen Variabein u t , iig , u 8 , erscheint. 
Will man auch den Anfangspunkt der Koordinaten etwa um die 
Strecke e verlegen, so hat man nun, wenn q die Strecke ist, von dem 
neuen Anfangspunkt nach demselben Punkte der Oberfläche, nach 
welchem der entsprechende Werth von p gerichtet, und 

q = v 1 e 1 -fv^-f v,e, 

ist , nur in der obigen Gleichung statt p seinen Werth q -f- e ein- 
zuführen , um die verlangte Gleichung zu erhalten , oder ist e = oa 
-f-£b-{-yc, so hat man wie sich sogleich ergiebt, 

./q.b.c . a.q.c . _ a.b.q , \ Ä 

als die verlangte Gleichung zwischen den neuen Variabein v t , v s , 
v 8 . Will man diese Gleichung als blosse Zahlengleichung darstellen, 
so hat man nur die neuen Grundmasse auf bestimmte Weise als Viel- 
fachensummen der ursprünglichen darzustellen und in die Gleichung 
einzuführen. Es sei 

ei = a,a-f ftb + ftc 

e, — aja -(- Ab -j- y,c, 

so zeigt sich unmittelbar , wie sich die verlangte Gleichung darstellt 
in der Form 

f (a -f a,vj + a,v, + a,v 8 , ß + ß t Y t +&v 2 +ÄVj , 

r + fivi -f r* v * + ft^s) — o, 

eine Gleichung, welche an Einfachheit nichts zu wünschen übrig 
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lässt. Für den allgemeinsten Fall der atptraktezi Wrfflfn^htft 
ergiebt sich die Lösung unserer Aufgabe mit derselben LeUfetigfetlt 
In der That ist eine Gröase P als Vielfacheiisumme gewisser Bieht- 
maase fQgetan, und man wiH dieselbe als VieUacheiisvmme anderer 
lüchtmaase ausdrücken, so hat man den zu einem derselben A 
gehörigen Zeiger, wenn B das zu A gehörige ergänzende Richtmass 
ist, nach § 90 gleich 

P.B 
A.B* 

§ 93. Was nun die Anwendung auf die Theorie der Gleichungen 
betrifft, so haben wir schon oben (§ 45) die Methode, Gleichungen des 
ersten Grades mit mehreren Unbekannten durch Hülfe unserer Ana- 
lyse aufzulösen, vorweggenommen. Wir setzen diesen Gegenstand 
hier fort, indem wir die durch unsere Wissenschaft dargebotene 
Methode, aus Gleichungen höherer Grade mit mehreren Unbekannten 
die Unbekannten zu eliminiren, darlegen. Es seien zwei Gleichungen 
höherer Grade mit mehreren Unbekannten gegeben, es soll eine der- 
selben , etwa y, eliminirt, also eine Gleichung zwischen den Übrigen 
Unbekannten aufgestellt werden. Die gegebenen Gleichungen seien 
nach Potenzen von y geordnet : 

amy" 1 -!- + aiy-{-a — 

b n y n + + bty + b — ö, 

wo a« .... a Q und b n . . . . b beliebige Funktionen der andern Un- 
bekannten sind , a und b aber nicht gleich sein sollen. Multi- 
plicirt man die erste Gleichung nach der Reihe mit y, y s . . . . y n , 
die letzte nach und nach mit y, y*....y m , so erhält man m -(- n 
neue Gleichungen. Betrachtet man die Koefficienten einer jeden 
dieser m-f-n Gleichungen als unter sich gleichartig, hingegen die 
der verschiedenen Gleichungen als von einander unabhängig (auch 
wenn sie bis dahin mit demselben Buchstaben bezeichnet waren), so 
erhält man, wenn man die so aufgefaßten Gleichungen im Sinne 
unserer Wissenschaft addirt, eine Gleichung von der Form 

e m +ny m+,l + e t y — 0. 

Multipliciren wir diese Gleichung mit dem äusseren Produkt 

6| . e, . . . . en14.11 > 80 f*U en *U e Glieder bis auf das letzte nach den 

9 
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Gesetaen der inneren Multiplikation weg, und wir erhalten die 
Gleichung 

e i ••§••! ©m+ay" - 0, 

oder, da y nicht null sein kann, weil dann in den gegebenen Gleichungen 
wider die Voranssetznng a*> und b gleich null sein würden, so 
hat man 

6j .63 .63 ea^t^O 

als die verlangte Eliminationsgleichung. 



Zweiter Abschnitt. 

Die Elementargrösse. 



Erstes Kapitel. 

Addition und Subtraktion der Elementargrössen 

erster Stufe. 

§ 94. Ich knüpfe den Begriff der Elementargrössen an die 
Lösung einer einfachen Aufgabe, durch die ich zuerst zu diesem 
Begriffe gelangte, und die mir überhaupt zu dessen genetischer 
Entwickelung am geeignetsten zu sein scheint. 

Aufgabe. Es seien drei Elemente a x , o, , ß x und ausser- 
dem ein Element Q gegeben ; man soll das Element ß % finden, 
welches der Gleichung [qcc x ] -f- [ffa % ] — [fßi] -f- [ifßt] 
genügt. 

Auflösung. Schafft man die Glieder der linken Seite auf 
die rechte , so hat man , da — [£<x] — [a(>] , und [aq] -f- [(>ß\ 
— [aß\ ist, die Gleichung 

[«iA] + [«sÄ] — o, 
durch welche das Element ß % auf eine einfache Weise be- 
stimmt ist. 

Um dies Resultat der Anschauung näher zu bringen, wollen 
wir es auf die Geometrie anwenden, und also die Elemente als 
Punkte annehmen , so finden wir den Punkt ß % , indem wir [<*iß%] 
entgegengesetzt gleich mit [<*\ßi] machen. — Das Interessante 
bei dieser Auflösung ist, dass das Element ß t ganz unabhängig 
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von q bestimmt ist, und da wir aus der letzten Gleichung, welche 
in der Auflösung vorkommt, durch das umgekehrte Verfahren wieder 
die erste in Bezug auf jedes beliebige Q ableiten können, so haben 
wir zugleich den Satz, dass, wenn die Gleichung 

M + M — feAJ + frfl] 

für irgend einen Punkt £ gilt , sie auch für jeden andern Punkt gilt, 
der statt Q eingeführt werden mag. Dieser Satz laset sich direkt 
ableiten, doch wollen wir ihn vorher verallgemeinern; denn es ist 
klar , wie das angegebene Verfahren auch noch anwendbar bleibt, 
wenn man statt der zwei Elemente a% , o* und fi i7 /? t beliebig viele, 
nur auf beiden Seiten eine gleiche Anzähl , einführt , ja , da unter 
den Elementen beliebig viele zusammen fallen können , auch dann 
noch, wenn zu den Strecken auf beiden Seiten beliebige Koefficienten 
hinzutreten , sobald nur die Summe dieser Koefficienten auf beiden 
Seiten dieselbe ist. In der That es sei 

VM + Ü (*«»] - ^ [«AI + • • • • *- fa» J , 

wo die Grössen i t .... und k| . . . . Zahlengrössen darstellen , und es 

sei zugleich 

i f -f» . . . . i B ™ kf + • • • . k a , 

so käuen wir zeigen, dass die erste Gleichung aneh fortbesteht ftr 

jeden Punkt 0, der statt q eingeführt wird. Denn es ist 

Führt man diese Ausdrücke in Bezug auf die betreffenden Zeiger 
(l...n, 1 ...m) in die obige Gleichung ein, lost die Klammern auf 
und fasst die Glieder , welche [qc] enthalten auf jeder Seit« zu- 
sammen , so erhält man auf jeder Seite [(&] multiplicirt mit im 
Summe der Koefficienten , und da diese auf beiden Seiten gleich ist, 
so hebt sich das so gewonnene Glied auf beiden Seiten auf, und 
man erhält 

M*«i]+----U [*«*] — M*/* 1 ]+....k m [07?J, 
d. k. die Gleichung besteht fort in Bezug auf jedes Element , was 

statt q eingeführt werden mag. Also : 

„Wenn man von einem Elemente Q Strecken nach beliebig 

vielen festen Elementen zieht , und zwei beliebige Vielfaehen- 

summen derselben, deren Koefficienten aber gleiche Semune 

haben , einander gleich sind , so besteht diese Gleichheit fort, 

wie sich auch das Element Q andern mag. a 
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Ist ins Besondere die Summe der Koeffieieaten in dem Ab- 
drucke ii[t?«f] -}*••• •*»[?"*] null, so ergiebt «eil, indem mm 
Nif die oben angegebene Weise, nämlich statt [oa] überall [pf] + 
[*«], subetituirt, jener Ausdruck gleich 

weil nämlich das Glied (i t -f- . . .i B ) [qc] wegen des ersten Faktors 
null wird. Also : 

„Wenn man von einem veränderlichen Elemente Q Strecken 
nach beliebig vielen festen Elementen sieht , so ist jede Visi- 
facheiisumme dieser Strecken, deren Koeffidentensumme* null 
ist, eine konstante Grösse." 

Auch geht ans der Art, wie sieh die Gleichungen dieses 
Paragraphen ans einander ableiten lassen, unmittelbar hervor , dass, 
wenn zwei beliebige Vielfachensummen jener Strecken in Bezug 
auf dieselben zwei Anfangselemente q und a einander gleich sind, 
auch ihre Koefficientensummen gleich sein , und daher ihre eigene 
Qleichung bei jeder Aenderung von o fortbestehen müsse, und 
ebenso dass, wenn eine solche Vielfachensumme in Bezug auf zwei 
Anfangs-Elemente und C gleichen Werth behält, ihre Koefficien- 
tensumme null ist , und sie selbst daher bei jeder Aenderung von 
f denselben Werth behält. 

§ 96. Um die Besultate des vorigen § einfacher einkleide» 
so können, fuhren wir einige Benennungen ein, die wir auch für 
die Geometrie festhalten. Nämlich wir verstehen unter der Ab- 
weichtBg eines Elementes a von einem Elemente ? die Strecke [?«], 
mter der Gesammt- Abweichung einer Elementenreihe von einem 
Ilemesite { die Summe aus den Abweichungen der einzelnen Ele- 
asfente jener Beihe von dem Elemente Q. Fallen unter jenen Ele- 
«eaten mehrere (m) in eins (a) zusammen, so wird auch die Ab- 
weichung dieses Elementes [aa], ebenso oft (m-mal) in jener Summe 
Tor k o m men. Hierdurch gelangen wir zu einer Erweiterung des 
Begriffs ; nämlich nennen wir einen Verein von Elementen , deren 
jedes mit einer bestimmten Zahlengrtisse behaftet ist, einen Elemen- 
tarverein , so werden wir unter der Gesammtabweichung eines Ele- 
mentarvereins von einem Elemente n eine Vielfachensumme aus 
den Abweichungen der jenem Vereine angehörigen Elemente von 
dem Element q verstehen müssen , deren Koefficienten die Zahlen- 
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grossen sind , mit welchen die zugehörigen Elemente behaftet sind. 
Die Summe dieser Zafclengrössen nennen wir das Gewicht*) des 
Elementarvereins , so wie die ZeJilengrdesen , mit welchen die ein- 
seinen Elemente behaftet sind, die ihnen zugehörigen Gewichte. 

Besteht also der Elementarverein ans den Elementen a, ß, 

and den zugehörigen Gewichten a , B , . . . . , so ist die Abweichimg 
jenes Elementarvereins von einem Elemente o gleich 

•M-MMI+— • 

Somit haben wir denn die Sitae : 

„Wenn zwei Elementarrereine von demselben Elemente um 
Gleiches **) abweichen , und ihr Gewicht gleich ist, oder wenn 
sie von denselben zwei Elementen um Gleiches abweichen ; so 
weichen sie auch von jedem andern Elemente um Gleiches 
ab, und im letztern Falle ist ihr Gewicht gleich" 
und 

„Ein Elementarverein, dessen Gewicht null ist, weicht von je 
zwei Elementen um Gleiches ab, und ein Elementarverein, 
welcher von zwei Elementen um Gleiches abweicht, hat null 
zum Gewicht, und weicht von allen Elementen um Gleiches 
ab**).« 

§ 96. Jedes Gebilde wird dadurch als Grosse fixirt , dass der 
Bereich seiner Gleichheit und Verschiedenheit bestimmt wird. Wir 
bezeichnen daher zwei Elementarvereine als gleiche Grössen und 
zwar als gleiche Elementargrössen , wenn ihre Abweichungen von 
denselben Elementen jedesmal gleichen Werth haben. Ein Ele- 
mentarverein wird also zur Elementargrösse , wenn man von der 
besonderen Art seiner Zusammensetzung absieht , und nur die Ab- 
wekhungswerthe festhalt , welche er mit anderen Elementen bildet, 
so dass also eine Elementargrösse auf verschiedene Welse an Ele- 



*) Der Name „Gewicht" ist auch sonst in der Mathematik (in der 
Wahrsoheinlichkeitsrechnaiig) im abstrakten Sinne gebräuchlich, and bedarf 
wohl hier keiner Rechtfertigung. 

**) D. h. die Abweichungen sollen gleich sein. 

***) Dabei versteht sieh von selbst, dass auch jedes einzelne Element so- 
wohl für sich, als wenn es mit einer Zahlengrösse behaftet ist, als Elementar- 
verein anfgefasst werden kann, indem die Gewichte der übrigen Elemente null 
sind. 
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mentarverein da sein kann, und jeder Elementarverein als eine 
besondere Verkörperung einer Elementargrosse oder , wie wir es 
oben bezeichneten, ab elementare oder konkrete Darstellung einer 
Elamcmtaxgrösse aufzufassen ist. Hiernach versteht es sich nun 
schon von selbst, dass unter der Abweichung und dem Gewichte 
einer Eteroentargröese dasselbe au verstehen ist, was wir unter der 
Abweichung und dem Gewichte des Elementarvereins verstanden, 
welchem sie angehört, und dass awei Elementargrossen nur dann 
gleich sein können, wenn sie gleiches Gewicht und gleiche Ab- 
weichungswerthe darbieten , dass aber schon die Gleichheit der Ele- 
mentargrossen erfolgt, wenn auch nur irgend awei solche Werthe 
als gleich dargethan sind. Unsere Aufgabe ist nun, die Art der Ver- 
knüpfung ausiumitteln , in welche die verschiedenen Elemente und 
die augehörigen Zahlengrössen eines Elementarvereins eingehen 
müssen, wenn als das Resultat der Verknüpfung die Elementargrosse 
erseheinen soll. Die Verknüpfungen sind von zwiefacher Art, eines- 
theils nämlich »wischen einem Element und der zugehörigen Zahlen- 
grosse, dem Gewichte, andererseits zwischen den mit Gewichten 
behafteten Elementen und überhaupt zwischen den Elementarver- 
einen, sofern sie ihren Abweichungen nach betrachtet werden, d. h. 
zwischen den Elementargrossen unter sich. Betrachten wir zuerst 
diese letzte Verknüpfungsweise, so ist klar, dass die Gesammtab- 
weichung eines Elementarvereins dieselbe bleibt, in welcher Ordnung 
man die einzelnen Theile dieses Vereins nehmen , und wie man sie 
unter sieh au besonderen Vereinen zusammenfassen mag , und dass 
•endlich, wenn man zu Elementarvereinen, welche verschiedene Ab- 
weichung darbieten, Elementarvereine, welche gleiche Abweichungen 
darbieten, hinzufugt, die so erzeugten Gesammtvereine auch ver- 
schiedene Abweichung darbieten müssen ; und zwar wird dies alles 
der Fall sein, weil es für die Addition der Strecken gilt. Diese 
Vertauschbarkeü und Vereinbarkeit der Glieder, und auf der andern 
Seite das Gesetz , dass , wenn das eine Glied der Verknüpfung kon- 
stant bleibt, das Resultat nur dann konstant bleibe, wenn auch das 
andere Glied es bleibt, bestimmt jene Verknüpfung nach § 6 als 
eine additive , und die Gesetze der Addition und Subtraktion gelten 
allgemein für diese Verknüpfung. Was nun die Verknüpfung des 
Elementes mit dem zugehörigen Gewiehte betrifft , so leuchtet ein, 
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dass, wenn in einem Elementarvureine dasselbe Element mehrmals 
und «war mit verschiedenen Gewicht** behaltet v o r k o mm t, man statt 
dessen da* Element einmal und »War mit der Summe der Gewfeite 
behaftet setzen kann, ohne das» die Abweichung des Verein» 
geludert wird, wie dies ani den Gesetzen der Multiplikation von 
Zahlengrössen mit Strecken bekannt ist» Bezeichnet man daher vor- 
läufig diese »weite Verknttpfungsweise durch das Zeichen - , so hat 
man, wenn a ein Element, m und n die Gewichte sind, 

m~a -(- n«o — (m -f- n)~a, 
eine Gleichung, welche das mnltiplikative Grundgesetz in Beeng aaf 
das erste Verknüpfungsglied darstellt, und da die Verknttpfang einer 
Zahlengröese mit einem Verein ans mehreren Elementen noch 
nicht ihrem Begriffe nach gegeben ist , also auch die andere Seite 
jenes Grundgesetze« noch nicht hervortreten kann , so ist jene Ver- 
knttpfang, so weit sie überhaupt bestimmt ist, als eine mnltiplika- 
tive bestimmt. Passen wir dies zusammen , so ist die Elementar- 
grosse eines Vereins von Elementen a , ß , . . . . mit den zugehörigen 
Gewichten e , h , . . . . gleich 

o« + b/*-f , 

d. h. sie iBt als Vielfachensumme der Elemente dargestellt, deren 
Koefficietiten die den Elementen zugehörigen Gewichte sind, und 
zugleich ist dadurch die Addition der Ekmentargrtissen unter sieh 
bestimmt. 

§ 97. Um nun die mnltiplikative Verknüpfung allgemeiner 
darzustellen, haben. wir die Multiplikation einer Zahlengrösse mit 
einer Elementargrosse so zu definiren , dass auch die andere Seite 
des multiplikativen Grundgesetzes fortbesteht; dies geschieht, indem 
wir festsetzen, dass eine Vielfachensnmme von Elementen mit einer 
Zahlengrosse multiplicirt werde, wenn man die Ko efl ki en tcn 
derselben mit dieser Zahlengrosse multiplicirt. Nämlich dann er- 
giebt sich sogleich, wenn a und b beliebige Elementargrossen, 
d. h. Vielfachensummen von Elementen darstellen, die Geltung der 
beiden multiplikativen Grundgesetze 

ma -}- na— (m -}- n) a 
und 

ma -}- mb — «m (a -f- b). 
Dass nun auch das Resultat der Division mit einer ZaklengrtJsse, 
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sobald diese nicht null ist, ein bestimmtes sei , ergiebt sieh leicht, 
indem verschiedene Etaneutargrossen , d. h. solche, denn Ab- 
weichungen von denselben Elementen Verschiedenheiten darbieten, 
anefc nachdem sie mit derselben Zahlengrosse, die nicht null ist, 
ttoltrplieirt sind, verschiedene Abweichungen darbieten müssen, also 
verschieden bleiben. Und ebenso leicht ergiebt sich auch, dass, wenn 
wir gleichartige Elementargrössen solche nennen, welche aus derselben 
ElementargrOsse durah Multiplikation mit Zahlengrossen hervor- 
gegangen sind, der Quotient sweier gleichartiger Elementargrössen, 
wem nicht der Divisor null ist, eine bestimmte Zahlengrosse liefert. 
Somit gelten alle Gesetze arithmetischer Multiplikation und Division 
rar die fragliche Verknüpfung. Die Verknüpfung des Elementes Q 
zrit andern Elementen oder Elementargrössen, wie sie bei der oben 
eingeführten Bezeichnung der Abweichung eintritt, behalten wir 
dem folgenden Kapitel vor. 

§ 98. Es erschien bisher die ElementargrOsse im Allgemeinen 
als eine Vielfachensumme von Elementen , und wir müssen uns die 
Aufgabe stellen , eine ElementargrOsse , welche in dieser Form ge- 
geben ist, in möglichst einfacher Form darzustellen. Zunächst 
aachen wir den Versuch , sie in einem Gliede , also als vielfaches 
Element darzustellen. Es sei daher 

•*+ v+ ■■ ** 

gesetzt, wo C ein Element, z sein Gewicht bezeichnet; da das Ge- 

s anu n t g e w i cht auf beiden Seiten gleich sein muss , so erhalten wir 

sogleich 

x _« + fc + 

und wir haben nur noch ü so zu bestimmen , dass die Gesammt- Ab- 
weichung von irgend einem Elemente o auf beiden Seiten gleich ist 
od erhalten 

4L 

wodurch a bestimmt ist, sobald a-f-fc-f- einen geltenden Werth 

hat, d.h. 

„Eine ElementargrOsse, deren Gewicht nicht null ist, lagst sich 
als ein mit gleichem Gewichte behaftetes Element darstellen, 
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und zwar ist die Abweichung dieses Elementes von einem Eli 
menie Q gleich der durch das Gewicht dividirten Abweichun 
der Elementargrösse von demselben Elemente. u 
Setzt man übrigens in jener Gleichung , welche für jedes Element 
gilt, dies Element mit a identisch, so hat man, weil CG] null ist, mi 
Weglassung des Divisors die Gleichung 

o «o a [a a] -f- b [aß] -f- . . . . , 
d. h. die Gesammtabweichung einer Vielmchensumme von Elemente 
von dem Summenelement (tf) ist gleich null. 

§ 99. Ist das Gewicht der Elementargrösse null, so haben wi 
schon gezeigt, dass dann die Abweichungen der Elementargrösse ve 
je zwei Elementen gleich gross sind ; ist diese Abweichung daher i 
Bezug auf irgend ein Element null , so ist sie es auch in Bezug an 
jedes andere, und jene Elementargrösse kann dann einem beliebige 
Elemente mit dem Gewichte null gleichgesetzt werden, wie dies aue 
die Formel des vorigen § schon darlegt , oder sie kann selbst glefc 
null gesetzt werden. Ist aber die Abweichung einer solchen Elf 
mentargrösse (deren Gewicht null ist) von irgend einem Element 
gleich einer Strecke von geltender Grosse, so ist auch die Abweichung 
derselben von jedem andern Elemente derselben Strecke gleich, um 
diese Strecke, welche jene konstante Abweichung misst, reprasentir 
daher jene Elementargrösse vollständig, so dass zu gleichen Elle 
mentargrössen, deren Gewichte null sind, auch gleiche Abweichungi 
werthe und umgekehrt gehören. Werden nun solche Elementar 
grossen zu einander addirt oder mit Zahlengrössen multiplicirt , * 
geht der Abweichungswerth des Resultates aus denen jener Elementar 
grossen durch dieselbe Addition oder Multiplikation hervor , es trit 
also zwischen solchen Elementargrossen und ihren Abweichungi 
werthen weder an sich, d. b. in ihrem Begriffsumfange, noch in ihr« 
Verknüpfungen , irgend ein Unterschied hervor , und wir sind somi 
berechtigt, jene Elementargrösse und ihren Abweichungswerth al 
gleich zu denniren, ja wir sind dazu gezwungen, wenn wir nicht durel 
unnütze Unterscheidungen den Gegenstand verwirren wollen. Wi 
setzen daher eine Elementargrösse, deren Gewicht null ist, derjenige 
konstanten Strecke gleich, um welche jene Grösse von beliebige 
Elementen abweicht, oder wir verstehen unter der Abweichung eine 
Strecke von einem Element jene Strecke selbst, und die Streck 
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als eine besondere Art von Elementargrössen. Um dies 
noch anschaulicher zu übersehen , können wir zunächst nachweisen, 
dass sich jede Elementargrösse, deren Gewicht null ist, als Differenz 
iweier Elemente (ß — a) darstellen lässt, deren eins (a) willktthrlich 
ist In der That, da das Gesammtgewicht dieser Differenz gleich- 
falls nnll ist , so kommt es nur darauf an , dass in Bezug auf irgend 
ein Element (o) die Abweichungen gleich sind. Die Abweichung 
jener Differenz von q ist [o/S] — [ga] , d. h. sie ist gleich [aß\ , und 
dadurch ist nicht blos das Element ß bestimmt , wenn a gegeben ist, 
sondern auch die konstante Abweichung der gegebenen Elementar- 
grosse selbst gefunden, und es folgt daraus ferner, dass 

[afl]-ß—a 
ist Beide stellen also nur verschiedene Bezeichnungen dar, und 
da die erster« willkührlich , die letztere nothwendig ist , so werden 
wir von jetzt an am liebsten jene von Anfang an nur als vorläufig 
dargestellte Bezeichnung gegen die letzte fallen lassen, und also 
künftig eine Strecke , welche , wenn a als ihr Anfangselement ge- 
setzt wird, ß zum Endelement hat, mit ß — a bezeichnen*). Fassen 
wir das Ergebniss beider Paragraphen. zusammen, so zeigt sich, 

„dass eine Elementargrösse erster Stufe, denn so bezeichnen 
wir die bisher behandelte Elementargrösse im Gegensatz gegen 
die später zu behandelnden, sich, wenn ihr Gewicht einen 
geltenden Werth hat, als vielfaches Element, wenn ihr Ge- 
wicht null ist, als Strecke darstellen lässt, und zwar erhält 
man jedesmal diesen Werth , indem man die Gewichte gleich 
setzt , und die Abweichungen von irgend einem Elemente , wo- 
bei die Abweichung einer Strecke von einem Elemente jener 
Strecke selbst gleich gesetzt , und das Gewicht einer Strecke 
null gesetzt wird." 

§ 100. Da nach dem vorigen § die Strecke als eine besondere 
Gattung von Elementargrössen erster Stufe erschien, so lässt sich 



*) Es ist hier noch su erwähnen , dass die Formel des vorigen § für 
diesen Fall die Elementargrösse als unendlich entferntes Element mit dem 
Gewichte null darstellt, falls man nämlich die Division mit null gelten 
lassen will ; aber die bestimmte Bedeutung dieses Ausdrucks tritt eben erst 
dmreh die hier gegebene Darstellung an's Licht. 
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die Summe einer Strecke und eines einfachen oder vielfachen 
Elementes gleichfalls als Elementaigrösse auffassen, und den Be- 
griff dieser Summe, der durch da» Frühere schon bestimmt ist, 
wollen wir nun näher vor Augen rücken. Suchen wir zuerst die 
Summe (« -j- p) eines Elementes a und einer Strecke p , so muss, 
da das Gewicht dieser Summe 1 ist , dieselbe wieder gleich einem 
einfachen Elemente ß gesetzt werden. Man hat dann aus der 
Gleichung 

« + P — ß 
die neue Gleichung 

ß— «**P> 
d. h. a -}- p bedeutet das Element ß , in welches a übergeht , wenn 

es sich um p ändert, oder dessen Abweichung von a gleich p ist. 

Betrachten wir die Summe eines vielfachen Elementes ms und 

einer Strecke p , so haben wir , da das Gewicht der Summe m ist, 

die Gleichung 

ms *"p p™"m/£ 

und daraus 

m(ß — a) — ■ p, oder ß — a ™ — , 

m 

d. h. ms -}- p bedeutet das mfaehe eines Elementes ß , dessen Ab- 
weichung von a der mte Theil der Strecke p ist. Oder fassen wir 
beides susammen und drücken es auf allgemeinere Weise aus , in- 
dem wir zugleich bedenken, dass, wenn ß von a um — abweicht, 

m 

dann mß von a um p abweiche, so ergiebt sich, 

„dass die Summe einer Elementargrüsse von geltendem Ge- 
wichtswerthe und einer Strecke eine Elementargrosse ist, 
welche mit der ersteren gleiches Gewicht hat, und von dem 
Elemente der ersteren um die hinsuaddirte Strecke abweicht 41 
§ 101. Wollen wir die in diesem Kapitel gewonnenen Resul- 
tate auf die Geometrie anwenden, so haben wir nur statt der 
Elemente uns Punkte vorzustellen; und behalten wir dann die 
Übrigen Benennungen, welche in diesem Kapitel eingeführt wurden, 
namentlich die Benennungen „Gewicht, Abweichung, Elementar- 
gröese" hier in derselben Bedeutung bei , so erhalten wir auch die- 
selben Sätze , von denen wir jedoch die interessantesten in anschau- 
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lieberer Form darlegen wollen. Stellt man sieh zunächst n Punkte 
a|...« m vor, so läset sieh stets ein Punkt finden, dessen Ab- 
weichung Ton jedem beliebigen Punkte f der n-ts Theil ist Ton 
der Qiiseiiinii'Abweiolmng jener n Punkte von demselben Punkte f , 
und dieser Punkt ist durch eine solche Gleichung 

n 
vollkommen bestimmt. Dieser Punkt ist es, welchen man den 
Punkt der mittleren Entfernung «wischen Jonen n Punkten zu 
nennen pflegt , den ich aber kurser als deren Mitte beseiehnet habe 
(vergl. § 24). Drücken wir nun den obigen Satz geometrischer 
aus, so können wir sagen : 

„Zieht man von einem veränderlichen Punkte Q die Strecken 
nach n festen Punkten, so geht die von o aus mit der Summe 
dieser Strecken gezogene Parallele durch einen festen Punkt <S> 
welcher die Mitte zwischen jenen n Punkten heisst, und dessen Ent- 
fernung von n der n-te Theil jener Summe ist." Oder wenn wir 
auch den Begriff der Summe vermeiden wollen „Zieht man von einem 
veränderlichen Punkte o die Strecken nach n festen Punkten, und 
legt diese Strecken, ohne ihre Richtung und Länge zu ändern, stetig, 
d. h. so an einander, dass der Endpunkt einer jeden Strecke jedesmal 
der Anfangspunkt der nächstfolgenden wird , und macht Q zum An- 
fangspunkt der ersten, so geht die Linie, welche die so gebildete 
Figur schliesst, durch einen festen Punkt 0, welcher die Mitte der 
n Punkte ist, und von der schliessenden Seite nach dem Punkte o zu 
den n-ten Theil abschneidet. u Hieraus ergiebt sich eine höchst ein- 
fache Konstruktion der Mitte, und zugleich das Gesetz, dass die 
Strecken, welche von der Mitte nach den n Punkten gezogen werden, 
jftetig an einander gelegt eine geschlossene Figur geben , oder dass 
sie den Seiten einer geschlossenen Figur gleich und parallel sind. 

§ 102. Es ist klar, wie die im vorigen § aufgestellten Gesetze 
auch noch gelten, wenn sich mehrere der festen Punkte vereinigen, 
wenn man dann nur die Anzahl derselben festhält, und auch dann 
noch, wenn man diese Punkte mit beliebigen positiven oder negativen 
Zahlengröesen , welche wir auch hier Gewichte nennen können, mul- 
üplicirt denkt, so lange nur die Summe der Gewichte einen geltenden 
"Werth hat ; nennen wir dann wieder die Gesanuntheit der so mit Ge- 
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wichten behafteten Punkte einen Punktverein, so können wir den 
Satz aussprechen : „Wenn man von einem veränderlichen Punkte o 
nach den Punkten eines festen Punktvereins Strecken sieht, diese 
Strecken , ohne ihre Richtung au ändern , mit den zugehörigen Ge- 
wichten multiplicirt, und die so gewonnenen Strecken von f aus 
stetig an einander legt, so geht die die Figur schliessende Seite durch 
einen festen Punkt , welcher die Mitte jenes Punktvereins ist , und 
dessen Entfernung von Q so oft in der schliessenden Seite enthalten 
ist, als das Gesammtgewicht beträgt. tf Ist das Gesammtgewicht null, 
so füllt, wie sich aus der Formel 

ci-j-b-}-. . . . 
ergiebt, der Punkt er ins Unendliche, und die schliessende Seite geht 
dann durch denselben unendlich entfernten Punkt, d. h. hat eine 
konstante Richtung. Dies ergiebt sich noch einfacher und zugleich 
bestimmter aus den Sätzen, die wir für den Fall, dass das Gesammt- 
gewicht null ist, oben aufgestellt hatten, und es folgt daraus zugleich, 
dass diese schliessende Seite zugleich eine konstante Länge hat. Es 
erscheint also als Mitte des Punktvereins, wenn das Gesammtgewicht 
null ist , ein unendlich entfernter Punkt , oder was dasselbe ist, eine 
konstante Richtung, also nicht ein (endlich liegender) Mittelpunkt, 
sondern eine Mittelaxe. Da dieser Fall ein besonderes Interesse 
darbietet, so sprechen wir ihn noch einmal mit möglichster Ver- 
meidung aller Kunstausdrttcke aus : 

„Zieht man von einem veränderlichen Punkte Q die Strecken 
nach einer Reihe fester Punkte , zu welchen eine Reihe von Zahlen- 
grössen, deren Summe null ist, gehört, und man legt diese Strecken, 
nachdem man sie , ohne ihre Richtung zu verändern , mit den zu- 
gehörigen Zahlen multiplicirt hat, stetig aneinander, so hat die 
schliessende Seite konstante Richtung und Länge, und kann die Axe 
jenes Punktvereins genannt werden *). 

§ 103. In Bezug auf die Statik stellen wir sogleich das Haupt* 
gesetz auf, nämlich 

„Wenn die Punkte eines Vereins von parallelen Kräften gezogen 

*) Sollten die Resultate dieses § in rein geometrische Form gekleidet 
werden, so mttsste man statt der Gewichte parallele Strecken nehmen, deren 
Grössen das Verhältnis« der Gewichts darstellten. 
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irerden, welche den Gewichten jener Punkte proportional, aber von 
reranderhcher Sichtung sind, so ist das Gesa m mtmo m ent jener 
Stifte in Besag auf die Mitte jenes Vereins null, in Beeng auf jeden 
indem Punkt gleieh dem Moment der an der Mitte angebrachten 
jusaminti isfl.* 

Der Beweis ist höchst einfach, ist nämlich a die Mitte des Vereins 
ta, hß, ...., nnd sindap, bp, ...die Kräfte, durch welche die Punkte 
r, /fr ete. gesogen werden, so hat man das Gesammtmoment in Bezug 
raf er gleich 

*[*«]. p+6[<rfl.p 

«— (a[*a] -{-*[*£] + • --O-P - o, 
ia der erste Faktor nach dem vorigen § null ist. Für jeden andern 
*unkt { hat man das Moment gleieh 

nd da der erste Faktor gleich (a -j- b -j- . . .) [qä] ist, gleieh 

[H •"(«+*+ --O-p* 

. h. gleich dem Moment der an o* angebrachten Gesammtkraft. Es 
it bekannt genug, dass von der ersteren Eigenschaft die Mitte, wenn 
ie Gewichte als physische Gewichte aufgefasst werden, der Schwer- 
unkt heisst. Da die physischen Gewichte immer als positiv er- 
sheinen, so hat der zweite Fall hier keine direkte Anwendung. 
Denkt man sich aber einen in eine Flüssigkeit getauchten Körper, 
ekher von dieser Flüssigkeit rings umgeben ist , und rechnet man 
ie Kraft, mit welcher jedes Theilchen durch sein physisches Gewicht 
ich unten, und die, mit welcher es durch den Druck der Flüssigkeit 
releher dem physischen Gewichte der verdrängten Flüssigkeit gleich 
t) nach oben getrieben wird, zusammen, und betrachtet die Gesammt- 
raft als mathematisches Gewicht des betreffenden Theilchens, so hat 
tan ebenso wohl positive als negative Gewichte. Wenn ins Besondere 
sr Körper in der Flüssigkeit schwebt , so ist die Summe jener Ge- 
iehtenull, und statt des mit einem Gewicht behafteten Schwerpunktes 
itt nun eine bestimmte Strecke als Summe des Punktvereins auf, 
eichen der in der Flüssigkeit schwebende Körper darstellt. Diese 
trecke kann ins Besondere null werden ; dann schwebt der Körper 
i jeder Lage im Gleichgewicht; hingegen in jedem andern Falle 
estimmt die Richtung der Strecke die Axe , welche die senkrechte 
*ge annehmen muss, wenn der in der Flüssigkeit schwebende Kör- 
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per im Oleichgewicht sein soll. Wie die Richtung und Länge dieser 
Strecke, welche für die Statik, wie wir im nächsten § zeigen werden» 
eine bestimmte und einfache Bedeutung hat, gerunden werden kttnjte* 
ergiebt sieh sogleich aus dem folgende* Satze, weither eine unmittel- 
bare Folgerung aus dem Begriffe der Summe mehrer Eiemeatargrössen 
ist, nämlich aus dem Satae: 

„Wenn ein Körper aus mehreren einzelnen Körpern zusammen* 
gefügt ist, so findet man aus den Schwerpunkten und den Ge- 
wichten der einzelnen Körper den Schwerpunkt und 4m Gewicht 
des Ganzen, oder die Strecke, welche beides vertritt, indem man 
die Summe aus den mit den betreffenden Gewichten behafteten 
Schwerpunkten nimmt. u 
In unserm Falle ist der Schwerpunkt des Körpers an sich und 
der des verdrängten Wassers zu nehmen und beide mit den betreffen- 
den Gewichten, welche entgegengesetzt bezeichnet sind, am mnlti- 
pliciren; und da für den Fall, dass der Körper schwebt in der Flüssig- 
keit, die Gewichte gleich sind, so erhält man als Summe dies Gewieht 
multiplieirt mit der gegenseitigen Abweichung beider Schwerpunkte, 
die Axe geht also durch beide Schwerpunkte und ist null, wenn die- 
selben zusammenfallen, 

§ 104. Eine ungleich wichtigere Anwendung des letzten Falles, 
in welchem statt des Summenpunktes eine Axe erseheint , ist die auf 
den Magnetismus. Gauss hat gezeigt*), dass die magnetischen 
Intensitäten innerhalb eines magnetischen Körpers allemal zur Summe 
null geben. Denkt man sich diese Intensitäten den zugehörigen 
Punkten (oder Theilchen) als mathematische Gewichte beigelegt, so 
wird die Summe des so gebildeten Punktvereins eine Strecke von 
bestimmter Richtung und Länge sein. Um die Bedeutung dieser 
Strecke för die Theorie des Magnetismus kennen zu lernen , denken 
wir uns eine magnetische Kraft, welche, wie etwa der Erdmagnetis- 
mus, oder die Kraft eines entfernten Magneten, die einzelnen Punkte 
in parallelen Richtungen den magnetischen Intensitäten proportional 
forttreibt, so ist das Moment dieser Kräfte in Bezug auf irgend einen 
Punkt f gleich 



*) In seiner Abhandlung „hUmuüai vi* magtuticae^. 
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Irtan op, 6p, die dea magnetischen Intensitäten a, fc, . . . . proportionalen 
anf die Paukte a, fi t .... wirkenden Kräfte sind; es verwandelt sieh 
«her jener Aasdmek, wenn man den gewffiinsflhaftKcnea Fakts* p 
snjsirhslh einer Klammer setst, und bedenkt, dass dann die vom der 
Klammer ein ga se h loasene Grösse jener konstanten Strecke , welche 
die Summe des Pvnktvereins darstellt, und von uns mit a bezeichnet 
werden soll, gleich ist, in 

d, h. das Moment jener Kräfte ist in Besag auf je awei Punkte gleich 
gross, nämlich, wenn wir a die magnetische Axe, und p die ein* 
wirkende magnetische Kraft (wie sie auf einen Punkt Ten der zur 
Einheit genommenen Intensität wirkt) nennen , gleich dam äusseren 
Produkt der magnetischen Axe in die einwirkende magnetische Kraft. 
Gleichgewicht ist abo vorhanden , wenn dies Produkt null ist , d. h. 
die magnetische Aze in der Richtung dar einwirkenden Kraft liegt 
Der Begriff der magnetischen Axe, wie ich ihn hier dargestellt habe, 
ist ron dem sonst gangbaren nur dadurch verschieden , dass sie hier 
als ^ime Strecke von bestimmter Richtung and Länge aufgefaast ist, 
während man sonst an ihr nur die Richtung festiuhalten pflegt. Die 
Grunde, warum ich diesen BegrisTmodificirt habe, ohne die Benennung 
su ändern, ergeben sich leicht, da einerseits die Wissenschaft die Ver- 
knüpfung der Richtung und Lange jener Strecke su einem Begriffe 
fordert, und anderseits aus dem, was man aber die magnetische Axe 
aussagt , jedesmal sogleich hervorgeht , ob die Länge in den Begriff 
mit aufgenommen ist , oder nickt , so dass also keine Verwechselung 
möglieh ist Dass man bisher in der Theorie des Magnetismus beides 
stets gesondert betrachtet hat, liegt nur darin, dass die Einheit von 
Sichtung und Länge , wie wir sie in dem Begriffe der Strecke auf- 
gefasst haben, bisher in der Geometrie keine Stelle fand. Uebrigens 
beweist schon die ausserordentliche Einfachheit, in welcher vermöge 
dieses Begriffes und der durch unsere Wissenschaft gebotenen Ver- 
knüpfung das magnetische Moment sich darstellt, die Unentbehrlich* 
keit unserer Analyse für die Theorie des Magnetismus hinlänglich. 

Anmerkung. Wir sind hier zu dem ersten und einzigen 
Punkte gelangt, in welchem unsere Wissenschaft an schon anderweitig 
bekanntes heranstreift. Nämlich in dem barycentrischen Kalkül von 
Mttbius wird gleichfalls eine Addition einfacher und vielfacher Punkte 

10 
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dargelegt, zwar zunächst nur als eine kürzere Schreibart, aber doch 
mit derselben Rechnungsmethode, wie wir sie in den ersten Paragra- 
phen dieses Kapitels, wenn gleich in grösserer Allgemeinheit, dar- 
gelegt haben. Was jedoch dort gänzlich fehlt, ist die Auffassung 
der Summe als Einer Grösse für den Fall, dass die Gewichte zusammen 
null betragen. Was den scharfsinnigen Verfasser jenes Werkes 
daran hinderte , diese Summe als Strecke von konstanter Lunge und 
Richtung aufzufassen, ist ohne Zweifel die Ungewohntheit, Länge und 
Richtung in Einem Begriffs zusammenzufassen. Wäre jene Summe 
dort als Strecke fixirt, so wäre daraus der Begriff der Addition und 
Subtraktion der Strecken , wie wir ihn in Kapitel I des ersten Ab- 
schnitts dargestellt haben , für die Geometrie hervorgegangen ; und 
unsere Wissenschaft hätte einen zweiten Berührungspunkt mit jenem 
Werke gefunden ; auch würde dann der barycentrische Kalkül selbst 
eine viel freiere und allgemeinere Behandlung gewonnen haben *). 

§ 105. Es erscheint mir hier der geeignetste Ort, um die An- 
wendung unserer Wissenschaft auf die Differenzialrechnung wenigstem 
anzudeuten. Um zu einer solchen Anwendung zu gelangen, müssen 
wir die durch unsere Wissenschaft gewonnenen Grössen als Funktio- 
nen darstellen. Dies geschieht am einfachsten, wenn die unabhängige 
Veränderliche als Zahlengrösse gesetzt wird , etwa gleich t. Daai 
wird sich jede Grösse P in der Form 

P — A + Btt-r-Ct*-J- , 

oder noch allgemeiner in der Form 

darstellen lassen, wo A, B, C... oder A m , A n , .... nothwendig 
Grössen von derselben Stufe sind wie P , und als unabhängig von t 
gedacht werden müssen. Setzen wir dann diesen Ausdruck ab 
Funktion von t gleich f(t), also 

: p-w, 

*) Als ich diese Anmerkung schrieb, war mir die Mechanik von Mtibtas 
(Leipzig 1848), in welcher er die Addition der Strecken lehrte, noch nichts« 
Gesicht gekommen. Die Abhandlung in Crelle's Journal (Band 28), in welcher 
Möbius den harveentrischen Kalkül in der hier angedeuteten Weise begrün- 
dete, erschien erst nach dem Druck der Aasdehnungslehre, obwohl das Datum 
der Unterschrift nachweist, dass dieselbe schon früher geschrieben war. Es ge- 
hört dies su den merkwürdigen Berührungen wissenschaftlicher Arbeiten, wie 
sie so oft cum Erstaunen derer, welche so susammentreffen, stattfinden. (1877.) 
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id setzen wir ferner 

dP — f(t-fdt) — f(t), 
erhalten wir im allgemeinen Falle 

-^-— mAat*-* -f nA n t n -* -f . . . . 

Ab der einfachste Fall erscheint hier der , dass P , also auch 
m , An .... Elementargrössen erster Stufe sind. Nimmt man dann 
8 Besondere an, dass P ein konstantes Gewicht habe , so wird es 
5h, wenn man die Grössen jetzt als Grössen erster Stufe mit kleinen 
ichstaben bezeichnet, in der Form darstellen lassen 

p = a-f-bmt Ia -|-b ll t ,l 9 

» bn, bn, ... Strecken darstellen, a und p also Elementargrössen 
hi gleichem Gewicht. Dann erhält man 

-£ — mb m t m -» + nb n t n -» + ...., 
dt 

dp 

id -—■ stellt also eine Strecke dar. Man Übersieht leicht, dass, wenn 
dt ' 

dp 
len Ort eines Punktes in der Zeit t darstellt, dann -^- die Geschwin- 

' dt 

d*p 
gkeit desselben ihrer Grösse und Richtung nach, und -~ seine Be- 
at 51 

bleunigung auf dieselbe Weise darstellt. Durch die Einfuhrung 

Beer Betrachtungsweise in die Mechanik gelangt man mit Anwen- 

ng unserer Analyse aufs Leichteste zu der Lösung mancher Pro 

sme, die sonst als verwickelt erscheinen ; doch würde mich die weitere 

ärfolgung dieses Gegenstandes zu weit von meinem Ziele abführen*). 



Zweites Kapitel. 

eussere Multiplikation, Division und Abschattung 

der Elementargrössen. 

§ 106. , Der Begriff der Abweichung, wie wir ihn in der Ent- 
ekelung des vorigen Kapitels zu Grunde legten, enthält dem Keime- 
ch den Begriff des Produktes zweier Elementargrössen in sich. 

*) Vergl. meinen Aufsatz : Die Mechanik nach den Principien der Aus- 
hnnngslehre in den mathematischen Annalen Bd. XII. (1877.) 

10* 
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Wir verstanden dort unter der Abweichung eines Elementes a von 
einem andern Elemente f die Streeke, welehe von £ nach a geführt 
werden kann, und bezeichneten dieselbe mit [fa] ; ebenso verstanden 
wir unter der Abweichung eines Elementarvereines von einem Ele- 
mente Q die Vielfachensumme aus den Abweichungen seiner Elemente 
von demselben Elemente n, wenn man als Koeffielenten dieser Viel- 
fachensumme die den betreffenden Elementen zugehörigen Zahlen- 
grossen (Gewichte) nimmt. Wir bestimmten darauf die einem Ele* 
mentarverein entsprechende Elementargroese so , dass sie statt des- 
selben gesetzt werden konnte, sobald es sich nur um die Abweichung 
handelte, und setzten eben die Gleichheit der Abweichungen als ein- 
zige Bedingung für &e Gleichheit der Elenwntaigrötaen; daraus ergab 
sich dann , dass die einem Elementarvereine zugehörige Elementar- 
grosse wiederum die mit den zugehörigen Gewichten als Koefficienten 
versehene Vielfachensumme der Elemente sei, also die entsprechende 
Vielfachensumme der Elemente, wie die Gesammt- Abweichung jenes 
Vereins eine Vielfachensumme aus den Abweichungen der Elemente 
war. Bezeichnen wir daher gleichfalls die Abweichung einer Ele- 
mentargrösse a von einem Elemente Q mit fca], so haben wir 

und so auch, da die Gesammtabweichung eines Elementarvereins die 
Summe ist aus den Abweichungen ihrer Theile 

wenn a , b , .... beliebige Elementargrössen vorstellen. Späterhin 
hatten wir das Produkt einer Zahlengrösse in eine Elementargrösse, 
d. h. in eine Vielfachensumme von Elementen , als eine Vielfachen- 
summe definirt , welche aus der ersteren durch Multiplikation ihrer 
Koefficienten mit jener Zahlengrösse hervorgeht, und daraus folgt nun, 
dass man die Abweichung einer m-fachen Elementargrösse findet, 
wenn man die der einfachen mit m multiplicirt, also dass 

[e(ma)] = m[ea] 
ist *). Kurz es zeigt sich , dass die multiplikative Grundbeziehung 
für die fragliche Verknüpfung von o mit einer Elementargrösse, 
seweU an sich als auch in Besag auf das Hinzutreten von Zahlen- 

*) Hieraus ergiebt sich übrigens, dass man in der ersten Gleichung dieses 
Paragraphen aueh statt der £temento «, ß } . , . die Blemsnftargrössen a, b, . . . 
einfuhren kSnata. 
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faktoren gib , sobald man nur den zweiten Faktor als gegliedert be- 
trachtet. Ueberdice zeigt sieh, da [00] null ist, und fco) gleich 
— [c*f], das« diese Multiplikation eine äussere sein würde. 

§ 107* Ehe wir nun an dem vollständigen Begriffe des äusseren 
Produktes der Elementargrossen übergehen , wollen wir den Begriff 
der Elementarsysteme feststellen. Dieser Begriff gründet sich wie 
der der Ansdehnungssysteme (§ 16) auf den Begriff der Abhängig- , 
hert. Wir nennen eine Elementargrösse erster St. abhängig von 
amdern Elementargrössen , wenn sie sieh als Vielfaohensxtmme der- 
selben darstellen läset, hingegen nennen wir mehrere Elementar- 
gräesen erster St. unabhängig, wenn zwischen ihnen keine Abhängig* 
keit in dem angegebenen Sinne stattfindet, d. h. keine von ihnen sieh 
ab Vielfachensumme der übrigen darstellen lässt. Nun verstehen 
wir unter einem Elementarsysteme n-ter Stufe die Gesammtheit der 
Elemente, welche von n Elementen abhängig sind, während diese n 
Elemente von einander unabhängig sind. Sind nun a, /?, y .... die 
n von einander unabhängigen Elemente, und ich betrachte zwei von 
Urnen abhängige Elemente, n und O, so wird auch ihre Differenz sich 
als Vielf achensumme jener n Elemente darstellen lassen; diese Diffe- 
renz, welche die gegenseitige Abweichung beider Elemente darstellt, 
hat zum Gewichte null, und man erhält daher f — o* in der Form 
dargestellt : 

o — er— o«4-b0+cy+ , 

wo sogleich 

ist Drückt man vermittels der letzten Gleichung irgend einen der 
Koeffieienten z. B. a durch die Übrigen aus , so erhält man, indem 
man diesen Werth in die erste einfuhrt, 

n_cr— l(ß— a)-f-c(y— a) + , 

<L h. die gegenseitige Abweichung zweier Elemente eines Elementar* 
flialufim n-ter Stufe ist als Vielfachensumme von (n— 1) Strecken dar- 
stellbar, welche von eine» der n Elemente, die das System bestimmen, 
zach den übrigen gelegt sind; und umgekehrt jede Strecke, die sieh als 
▼ietöumensumme dieser (n — 1) Strecken darstellen lässt, fahrt auch von 
sfaMEsmElemente jenes Systems nothwendig wieder zu einem Elemente 
desselben Systems. Wir können daher auch sagen, ein Elementar* 
System n-ter Stufe sei die Gesammtheit der Elemente, deren gegenseitige 
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Abweichungen einem und demselben AusdehnungsBystem (n — l)ter 
Stufe angehören, oder, wenn man sich so ausdrucken will, es sei die ele- 
mentare Darstellung eines AusdehiHmg8BTBtemes(n — l)ter Stufe. Noch 
bei neik eicl^ dam es im Begriffs des j^^ 
dam n Elemente dann imd nur daimToneto 
sie keinem niederem Etanenftarsystem als dem n-ter Stufe 

ff 108. Um mm sogleich zu dem Begriff der immcie» Mul- 
tiplikation beliebig vieler Elementargrossen erster Stufe an gelangen, 
haben wir nur dem allgemeinen (fo r m ellen ^ Begriff der aanserem Mul- 
rinäkadon auf diese Gromem aattuwemdem. Der Begriff der Muh* 
pfikafioa ist sehen dadurch 
rem iwet Faktoren, Tom denen der 
besieht, statt dieses Faktors seine Sticke 
se gebildeten Produkte, welche 
Md. addire» darf. Dies Produkt 
wir ab welche einsack* Faktoren 
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durch jene formellen Grundgesetze der Begriff des Produktes vollkom- 
men bestimmt sein soll, so haben wir zwei Produkte dann, aber auch 
nur dann, einander gleich zu setzen, wenn sich vermittelst jener Grund- 
gesetze (oder der daraus abgeleiteten) das eine Produkt in das andere 
verwandeln läset. Es sei daher ein Produkt aus n Elementargrössen 
erster Stufe der Betrachtung unterworfen. Zunächst ist klar, dasswenn 
die Gewichte dieser n Elementargrössen alle einzeln genommen null 
sind, also jede derselben als Ausdehnungsgrösse erster Stufe erscheint, 
auch ihr Produkt eine Ausdehnungsgrösse n-ter Stufe liefert. In jedem 
andern Falle , und wenn auch nur Ein einfacher Faktor ein geltendes 
Gewicht hat *), läset sich jenes Produkt als Produkt eines Elementes in 
sine Ausdehnungsgrösse (n — 1) ter Stufe darstellen. Denn wir können 
zuerst den Faktor, von welchem wir voraussetzen, dass. sein Gewicht 
sieht null sei, auf die erste Stelle bringen ; sollte sich dabei das Vor- 
zeichen des Produktes ändern, so können wir statt dessen das Zeichen 
irgend eines Faktors ändern. Ist nun aa jener Faktor, dessen Gewicht 
a nicht null sein soll, so können wir nun den übrigen Faktoren, wenn 
ihr Gewicht noch nicht null ist , ein beliebiges Vielfaches von a als 
Stück hinzufügen, ohne den Werth des Produktes zu ändern, und 
dadurch das Gewicht jedes der übrigen Faktoren auf null bringen. 
Nachdem dies geschehen ist, sind also die übrigen (n — 1) Faktoren 
Strecken geworden ; ihr Produkt, welches eine Ausdehnungsgrösse 
(n— 1) ter Stufe ist, sei Q, so ist die Elementargrösse gleich 

a«.Q; 
und dies wiederum, da a eine Zahlengrösse ist, gleich 

a.aQ = «.P, 
wenn oQ gleich P gesetzt wird. Es ist also die oben aufgestellte 
Behauptung erwiesen; aber noch mehr, da das zu den einzelnen 
Faktoren hinzuzuaddirende Vielfache von a , wenn es das Gewicht 
derselben null machen soll, ein bestimmtes ist, so ergiebt sich dadurch 
ein bestimmter Werth von Q, also auch von P. Um nun zu zeigen, 
daas P immer einen bestimmten Werth behält, welche Formver- 
änderung man auch vorher mit jenem Produkte vorgenommen hat, 
haben wir nur festzuhalten, dass alle Formveränderungen eines 
Produktes, welche den Werth desselben ungeändert lassen, darauf 



*) d. h. ein solches, welches nicht null ist. 
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beruhen , das* man jedem einfachen Faktor Stücke hiuzmfügen kann, 
welche den übrigen Faktoren gleichartig sind. Lassen wir nun in 
dem ursprünglichen Produkte ■angehst den Faktor ea ungefedert, 
fugen aber irgend einem andern Faktor ein Stück nimm, welches 
irgend einem der übrigen Faktoren, etwa dem Faktor hß gleichartig 
ist, s. B. das Stück m/9, wo m eine Zahlengrüsse bedeutet, so hat man 
nachher, um das Gewicht dieses vermehrten Faktors auf null an 
bringen, noch ausser dem, was vorher su subtrahiren war, die Grösse 
Uta su subtrahiren , somit erscheint das jenem Faktor hinzugefügte 
gleich Et (fl — «) ; aber der Faktor iß verwandelt sich bei derselben 
Umwandlung in b (ß—<*) ; also bleibt auch nach der bezeichneten Um» 
Wandlung das dem einen Faktor hinzugefügte Stück dem andern 
gleichartig, d. h. das Produkt Q, also auchP behält denselben Wert*. 
Somit haben wir gezeigt, das der WerthP, welcher als «weiter Faktor 
erscheint, em bestimmter ist, wenn u unverändert bleibt; nun kann 
aber a um jede Strecke wachsen , welche dem Systeme P angehört; 
es sei dieselbe p l9 so hat man 

(« + p l ).P — a.P, 
d. h. es kann sieh das Element a in jedes dem Elementarsystesse, 
was durch a und P bestimmt ist, angehörige Element verwandeln, 
während P immer denselben Werth behält, und hiermit ist der B* 
griffsumfang bestimmt. Wir nennen nun ein Produkt von n Elementar* 
grossen erster Stufe oder eine Summe von solchen Produkten eine 
Elementargrösse n-ter Stufe, und ein solches Produkt, dessen 
einfache Faktoren nicht sftmmtlich Strecken sind, eine starre Ele» 
mentargrÖ8se. Somit haben wir den Satz gewonnen, „d&ss 
eine starre Etanentargrttsse n-ter Stufe sich als Produkt eines 
Elements in eine Ausdehnung (n — l)ter Stufe darstellen läset, dam 
diese Ausdehnung, welche wir die Ans weichung jener Elementar» 
gross* nennen, durch dieselbe vollkommen bestimmt sei, das« aber 
als Element jedes beliebige angenommen werden kann, was dem durch 
die einfachen Faktoren der Elementargrüsse bestimmten Systeme 
angehört." Die starre Elementargrösse erscheint daher überhaupt 
als Einheit des durch sie bedingten Elementarsystems und der ihr 
zugehörigen Ausweichung; und durch das Ineinanderschauen b e i der, 
d. h. durch das Zusammenfassen beider Anschauungen in eine ist 
die Begriffseinheit einer Elementargrösse von höherer Stufe, oder, 
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i dznsnlbe ist, eines Produktes von Elementargrössen erster Stufe 
pben. Wir vollen nun die Anschauung der starren E lem e n tar» 
sse dndnreh rollenden, dass wir sie als bestimmten Theil des 
■nee rtaisye tcms, dem sie angehört, darzustellen suchen. 

§ 110. Nach dem im vorigen § aufgestellten Begriff ist das 
Mrakt zweier Elemente a, ß die an das durch a und ß bestimmte 
aamtarsystem gebundene und dadurch gleichsam erstarrte Strecke 
Den Begriff der Strecke gründeten wir auf den des einfachen 
adahnungsgebildes erster Stufe. Darunter verstanden wir die 
saznmtheit der Elemente, in die ein erzeugendes Element bei 
tiger Fortsetzung derselben Aenderung überging; das erzeugende 
aztent in seinem ersten Zustande nannten wir das Anfangselement 
> Gebildes, in seinem letzten das Endelement, beide Elemente 
i Grünzelemente und alle übrigen Elemente des Gebildes be- 
ebneten wir als zwischen jenen Granzelementen liegende. So- 
t kOnnen wir auch sagen, das einfache Gebilde aß sei die 
sammtheit der zwischen a und ß liegenden Elemente , wobei es 
nnöge des Begriffs des Stetigen gleichgültig ist, ob wir die Grunz- 
■Mute selbst, weil sie an sich keine Ausdehnung darstellen, mit 
annehmen oder nicht. Dies Gebilde nun wird als Elementar- 
Isze zweiter Stufe aufgefasst , wenn man nur emestheils das Ele- 
ntarsystem zweiter Stufe , dem es angehört , und andrerseits die 
zeogungsweise festhält , so dass zwei solche Gebilde, welche dem- 
ben Elementarsysteme zweiter Stufe angehören und durch die- 
ben Aenderungen erzeugt sind, als Elementargrössen einander 
öch sind, aber auch nur zwei solche. Oder denkt man das ganze 
ementarsyetem durch stetige Fortsetzung derselben Aenderung 
Mngt, und nimmt zwei Elemente desselben als entsprechende 
j und ausserdem je zwei Elemente als entsprechende , welche ans 
■ en t s prechenden durch dieselbe Aenderung erzeugt sind, so werden 
ei auf diese Weise sieh entsprechende Gebilde, als gMebe 
amentargrössen zweiter Stufe erscheinen« Wenden wir nun 
zselbe auf die Elementargrössen höherer Stufe an , und betrueh- 
i also drei oder mehrere Elemente «, ß, ?...», so entsteht uns 
ir gleichfalls die Aufgabe, die GesammtheH der zwischen die- 
i Elementen liegenden Elemente zu finden , und diese Gesammt- 
it zu vergleichen mit dem Produkte der Elemente. Was wir 
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unter einem zwischen 2 Elementen liegenden Elemente verstehen) 
ist schon festgesetzt ; jedes Element nun , was zwischen einem Ele- 
mente a und einem zwischen ß und y liegenden Elemente sich be- 
findet , bezeichnen wir als ein zwischen a , ß und y liegendes , und 
überhaupt ein Element, welches zwischen a und einem zwischen 

einer Reihe von Elementen ß , y befindlichen Elemente liegt, 

als ein zwischen der ganzen Elementenreihe a , ß , y . . . liegendes. 
Die Gesammtheit dieser Elemente wollen wir vorläufig ein Eckge- 
bilde nennen, a, ß, y,... seine Ecken, und diese Ecken sowohl 
als die Elemente, welche zwischen einem Theile dieser Eckein liegen 
(nicht zwischen allen) , seine Gränzelemente , jene zwischen sammt- 
lichen Ecken liegenden Elemente hingegen die inneren Elemente 
des Eckgebildes. Unsere Aufgabe ist nun zunächst die, alle Zwi- 
schenelemente (inneren Elemente) als Vielfachensumme jener Ele- 
mente , zwischen denen sie liegen , darzustellen , und die Relation 
zu bestimmen , welche dann zwischen den Koefficienten statt finden 
muss. Zuerst in Bezug auf zwei Elemente ist klar , dass ein Ele- 
ment o dann und nur dann zwischen a und ß liege, wenn ao gleich- 
bezeichnet ist mit fß, so dass die letzte Aenderung als Fortsetzung 
der ersten erscheint. Jedes Element o nun , was in dem durch «, 
ß bedingten Elementarsystem liegt , kann dargestellt werden durch 
die Gleichung 

_ aa -f- iß, 
wo a und i beliebige Zahlengrossen vorstellen, deren Summe eins 
ist. Nach dem vorigen liegt nun o dann und nur dann zwischen a 
und ß, wenn ccq gleichbezeichnet ist mit Qß, d. h. 

a . (aa -}- iß) gleiches Zeichen hat mit (aa -f- iß)* ß 
oder , indem man die Gesetze der äusseren Multiplikation anwendet, 
wenn iaß gleich bezeichnet ist mit aaß , d. h. 6 gleich bezeichnet 
ist mit a ; d. h. , da ihre Summe eins , also positiv ist , wenn beids 
Koefficienten oder Gewichte positiv sind. Ist einer derselben null, 
so ist das Element ein Gränzelement. Durch Fortsetzung desselben 
Verfahrens können wir nun beweisen, dass ein Element o dann and 
nur dann zwischen einer Reihe von Elementen a , ß, y . . . , welche 
von einander unabhängig sind, liege, wenn es sich in der Form 

4 _ aa -f- iß -f- cy -j- . . . . 
mit lauter positiven Koefficienten darstellen lasse. Wir sagten, dasf 
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ein Element £ dann und nur dann zwischen einer Reihe von Ele- 
menten liege , wenn es zwischen dem ersten Elemente dieser Reihe 
and einem zwischen den folgenden befindlichen Elemente liege. 

Soll Q daher zwischen cc, ß, y liegen , so muss es zwischen * 

und einem zwischen ß , y ... liegenden Elemente sich befinden , es 
muss also Q sich als Vielfachensumme von et und einem zwischen 
ß y /•... liegenden Elemente, deren Koefficienten beide positiv 
sind , darstellen lassen ; also muss zuerst der Koefficient von et po- 
sitiv sein, demnächst aber auch der Koefficient des zwischen ß t 
X«... liegenden Elementes, dies Element muss sich aber aus dem- 
selben Grunde als Vielfachensumme von ß und einem zwischen den 
folgenden Elementen y . . . befindlichen Elemente mit positiven Ko- 
efficienten darstellen lassen ; in dem Ausdrucke für Q war aber dies 
zwischen ß, y ... liegende Element mit einem positiven Koefficien- 
ten multiplicirt ; also werden wir , indem wir den für dies Element 
gefundenen Ausdruck in den Ausdruck für q einführen , und die 
Klammer auflösen, q als Vielfachensumme von den Elementen et , ß 
und einem zwischen den folgenden Elementen y ... befindlichen 
Elemente mit positiven Koefficienten dargestellt haben , und da wir 
dies Verfahren bis zum letzten Elemente hin fortsetzen können , so 
folgt , dass jedes zwischen a , ß , y ... liegende Element sich als 
Vielfachensumme von et, ß , y . . . mit positiven Koefficienten dar- 
stellen lasse. Es ist nun noch zu zeigen , dass auch jedes Element, 
was sich in dieser Form darstellen lasse , Zwischenelement sei. Ist 
ein Element Q in der obigen Form dargestellt 

P — «« + &/? + cy +...., 
wo a, h , c , . . . • positive Koefficienten sind ; so hat die Summe aller 
auf act folgenden Glieder zum Gewichte i -{- c -f- . . . , also eine po- 
sitive Zahl , ist also , wenn man die Koefficienten B, c, . . . mit 6 -f- c 
-{-••• dividirt , und dann jene Summe mit f> -f- c -f- • . . multiplicirt, 
als Produkt einer positiven Zahl in ein Element, was seinerseits 
wieder als Vielfachensumme von ß , y , . . . . mit positiven Koefficien- 
ten erseheint, darstellbar, folglich liegt Q zwischen a und einem 
Elemente, was als Vielfachensumme der folgenden Elemente mit 
positiven Koefficienten darstellbar ist, und da wir diesen Schluss 
fortsetzen können bis zu den beiden letzten Elementen hin, und 
das als Vielfachensumme dieser letzten mit positiven Koefficienten 
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darstellbare Element ein zwischenliegendes ist, so folgt, daas f 
selbst zwischen a, ß f y... liege; also ist der vorher ausgesprochene 
Satz erwiesen; auch ist klar, daas, wenn einer oder mehrere 
Koefneientea null werden, während die übrigen positiv bleiben, f 
als Grlnifilemenl erscheint. 

§ 111. Betrachte ich mm auf der andern Seite das Prodmkt 
m.ß.y.4..., dessen Ausweichung nach § 109 gleich [<*ß] 9 [ßy]. 
[yd]... ist, and stelle das Ansdehnongsgebilde dar, was diesen 
Werth hat, und dadurch entsteht, dass das Element « znusl die 
Strecke [aß] beschreibt, dann jedes so erzeugte Element die Strecke 
[ßy], dann jedes die Strecke [yd] besehreibt u. s. w., so ist klar, dass 
jedes solche Element (a) ans a durch eine Aenderung Ton der Form 

p[«0 + q[A'] + '[r'l+ 

wo p , q , r . . . säzamtbch positiv und kleiner als eins sind , herver- 
geht, also der Gleichung 

[«r]-p[«fl + q\fir] + r[r*) +••• 
genügt, und daas jenes Auadehnangsgebüde ausserdem keine Elemente 
enthält 7 indem die Werthe null und eins für jene Koefneienten (p, 
q, r, . . .) Grännelemente bedingen. Das Eckgebüde swisehesi m , ß 9 
y , d, . . . enthielt die Gesammtheit der Elemente, welche der GM* 
drang 

Cmm aa -f fc/0-f- cy + bd + ... 
mit positiven Werthen von o, 6, c, b, . . . , d. h. welche der Gleichung 

(«<r] — b[aß] -f c[a r ] + b[ad] +.... 
genügen , wenn i , c , b, . . . positiv, und ihre Summe kleiner als eins 
ist. Setzen wir hier statt [ay] seinen Werth [aß] -|- [ßy], statt 
[*d\ seinen Werth [aß] -J- [ßy] -f- \yi\ , u. s. w. , so erhalt man 
für ein Element <f des Eckgebildes die Gleichung 

[«crj- 

.(b + c+b+...)M+(c+b+...)[fr]+(b+-..)[rfl+- 

— p[*Ä + q|Är] + *WH— • 

mit der Bedingung, dass jeder frühere KoefBcient grosser als der 
folgende, der erste kleiner als eins, der letzte grosser als null ist, 
also mit der Bedingung 

i>p>q>*>- ->0. 

Bsnmmsst also das Eckgebilde nur einen Theil der Elemente, welche 
Produkte «r./r.y.o... entsprechende Ausdehnungs- 
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gebilde enthält f nämlich diejenigen , in denen die zuletzt hinzuge- 
fügte Bedingung erfüllt ist Nun wollen wir jenes EefcgehiHa vor- 
läufig mit [a, b, c....] bezeichnen, indem wir [mß] mit a, [flf] 
um* b, \yi\ mit c bezeichnen u. s. w., und verstehen also darunter 
die Geeammtheit der Elemente tf, welche der Gleichung 

[«C] tsm pa -f- qb -}- rc -f* . . . 
mit der Bedingung 

i>p>q>r> >0 

genügen. Als Gränzelemente erscheinen diejenigen, bei deren 
Darstellung in jener Form theilweise Gleichheit jener Grössen 
(1, p, q, r,....0) eintritt. Nun leuchtet ein, wie jade andere 
Folge von a , b , c, . . . auch ein anderes Eckgebilde hervorruft, wel- 
ches mit dem enteren kein inneres Element gemeinschaftlich hat, 
and wie die Gesammtheit der Elemente , welche die zu allen mög- 
lichen Folgen von a, b, c, . . . gehörigen Eckgebilde enthalten , wenn 
man die Gränzelemente immer nur einmal setzt, das dem Produkte 
a.b.c... entsprechende Ausdehnungsgebilde selbst darstellt. In 
der That jedes Element dieses Ausdehnungsgebildes wird , wenn die 
Koeffioienten p , q , r , . . . verschieden sind , nur in Eimern der Eck- 
gebilde , aber auch gewiss in einem , vorkommen ; und wenn diese 
Koefficienten theilweise gleich sind, so werden es Gränzelemente 
sein , die also nur einmal gesetzt werden sollten. Wir können da- 
her , da auch die Eckgebilde kein Element enthalten , welches nicht 
in jenem Ausdehnungsgebilde enthalten wäre, das letztere als Summe 
-sämmtlicher Eckgebilde, welche bei allen möglichen Folgen der 
Faktoren a, b, c . . . . eintreten, ansehen. 

Nun können wir endlich zeigen, dass alle diese Eckgebilde, 
als Theile ihres Systems , * einander gleich sind« Die Gleichheit 
zweier Theile eines ElementarBystems besteht im allgemeinsten 
Sinne darin, dass beide von dem in einfachem Sinne erzeugten 
Systeme von Elementen gleiche Gebiete umfassen, nämlich so, dass 
wechselseitig jedem Elemente des einen Gebietes ein, aber auch nur 
Ein Element des andern entspricht. 

Um dies bestimmter zu fassen, nehmen wir an , a, b, c . . n seien 
entsprechende Aenderungen , d. h. solche , die aus den entsprechen- 
den Gxundänderungen auf dieselbe Weise hervorgegangen seien, 
und durch sie werde das System von cc aus erzeugt , und zwar so, 
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dass je zwei Elemente , welche in einer der Richtungen a , b , c . . . 
an einander gränzen , durch die dieser Richtung zugehörige Grund- 
änderung aus einander erzeugt seien. Dann ist klar, wie jedem 
Elemente des Eckgebildes (a, b, c,-) ein, aber auch nur Ein Ele- 
ment eines Eckgebildes , in welcher die Strecken a , b , c . . . in 
anderer Ordnung vorkommen , entspricht. Denn wenn a ein Ele- 
ment des ersten ist und [ac] als Vielfachensumme von a , b , c . . . 
dargestellt ist , so hat man sogleich das entsprechende Element des 
andern, wenn man in jener Vielfachensumme, ohne die Ordnung 
der Koefficienten zu ändern , a , b , c . . . auf die Ordnung des zwei- 
ten Eckgebildes bringt. Folglich sind in der That , wenigstens in 
Bezug auf die angenommene Erzeugungsweise des Systems, alle 
jene Eckgebilde als Elementargrossen einander gleich. Aber schon 
aus der Art , wie wir in § 20 die Systeme von den Grundänderun- 
gen unabhängig gemacht haben, geht hervor, dass dasselbe auch 
gelten wird in Bezug auf jede andere einfache Erzeugungsweise des 
Systems; also sind jene Eckgebilde an sich gleich. Da sie nun 
insgesammt dem Produkte gleich waren , so werden wir sagen kön- 
nen , jedes -derselben sei gleich dem Produkte dividirt durch eine 
Zahl, welche die Anzahl der verschiedenen Folgen ausdrückt, welche 
die n Faktoren a , b , c . . . . annehmen können ; diese Zahl nennen 
wir die Gefolgszahl aus n Elementen, und bezeichnen sie, wenn 
die Anzahl der Faktoren n ist , mit n ! , setzen also das Eckgebilde 
seiner Ausdehnung nach gleich 

n~l J ' 

wir nennen diesen Werth die Ausdehnung des Produktes a.ß.y.... f 

d. h. die Ausdehnung der Elementargrösse. Es ist also 

„die Ausdehnung einer starren Elementargrösse gleich ihrer 
Ausweichung , dividirt durch die zu der Stufenzahl dieser Aus- 
weichung gehörige Gefolgszahl. u 
Namentlich ist , indem wir voraussetzen , dass zwei Elemente 

zwei Folgen zulassen , drei Elemente» aber deren 6, die Ausdehnung 



*) Dass n l — 1 . z . 3. ..n sei, lehrt die Kombinationslehre ; würden wir 
dies Torametien, so würden wir den Werth des Eckgebildes erhalten ,. * * " " 
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einer starren Elementargrösse dritter Stufe die Hälfte ihrer Aus- 
weichung, und die Ausdehnung einer starren Elementargrösse Tier* 
ter Stirfe der sechste Theil ihrer Ausweichung*) ; und nehmen wir 
aa, dass Ein Element nur Eine Anordnung zulasse, nämlich die, 
dasa es eben gesetzt wird, und wenn kein Element da ist, auch 
Eine Anordnung möglieh ist, nämlich die, dass eben kein Element 
gesetzt wird , so folgt , dass für Elementargrössen erster und zwei- 
ter Stufe Ausdehnung und Ausweichung einander gleich sind. 

§ 112. Für die Elementargrössen erster Stufe ist die Aus- 
weichung oder Ausdehnung eine Zahlengrösse , nämlich dieselbe, 
die wir oben als ihr Gewicht bezeichneten. Es entsteht daher die 
Aufgabe für Elementargrössen höherer Stufen die entsprechenden 
Sitae abzuleiten , die wir für Elementargrössen erster Stufe in Be- 
zug auf ihr Gewicht aufstellten. Zunächst ergiebt sich, „dass, 
wenn die Glieder einer Gleichung dasselbe Element a als gemein- 
schaftlichen Faktor enthalten, während der andere Faktor eines 
jeden Gliedes eine Ausdehnung ist , man jenes Element a aus allen 
Gliedern weglassen könne , ohne die Richtigkeit der Gleichung auf- 
zuheben* Die Richtigkeit dieses Satzes erhellt , wenn man in der 
vorausgesetzten Gleichung Ein Glied auf die linke Seite allein schafft, 
and die übrigen in Ein Glied mit dem Faktor et zusammenfasst, 
und also die Gleichung in der Form darstellt 

«A — a(B + C +...); 
da nämlich nun die linke Seite eine starre Elementargrösse darstellt, 
die rechte also gleichfalls , so müssen die Ausweichungen auf bei- 
den Seiten gleich, also 

A = B-{-C-f-.... 
sein. Stellt man dann die Glieder dieser Gleichung wieder in der 
ursprünglichen Ordnung her, so hat man die Gleichung, deren 
Richtigkeit zu erweisen war. Wir können die Summe der Aus- 
weichungen mehrerer Glieder, welche alle dasselbe Element q als 
Faktor haben , auch dann , wenn diese Summe eine formelle Aus* 
dehnnng8grösse darstellt, die Ausweichung ihrer Summe nennen, 



*) Diese Resultate entsprechen den Sätzen der Geometrie , dass das 
Dreieck die Hälfte ist des Parallelogramms von gleicher Grundseite und Höhe, 
und die dreiseitige Pyramide der 6-te Theil des Spathes, dessen Kanten drei 
soMunmenstossenden Kanten der Pyramide gleich sind. 
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und dann den so eben erwiesenen Säte auch so ausdrucken: „Ia 
einer Gleichung, «Wen Glieder dasselbe Element # ab 
schaftlichen Faktor haben, kann man statt aller Glieder 
tig ihre Ausweichungen eetaen , ohne die Richtigkeit der Gleichung 
anmnheben.* Vermittelst dieses Satzes ecgiebt aick hd, dam, 
wenn man die Glieder irgend einer Gleichung alle mit demselben 
Elemente £ multinlieirt, und statt jedea so gewonnenem Guedel 
seine Ausweichung seist, die GMehnng eine richtige bleibt. Wir 
f ei to n en nnn de» vorigen Kapitel gesaftet anter der Abweichung 
einer Grösse B von einer andern A die Ausweichung dm Pr o dnh la i 
AB, und haben aomit dam Sats gewonnen, dam man in euer 
Gleichung atatt aller Glieder gleichseitig ihre AbwekJmugen von 
denselben Elemente o seinen darf, oder einfacher anagedruckt, 
dam gleiche Elenmntargromen aneh von domaolhon Elemente um 
Gleiehes abweichen. Hierbei ist an bemerken, wie aas der Defi- 
nition sogleich hervorgeht , dam die Abweichung einer Anadehnang 
von einem Elemente ateta dieser seihet gleich, also von dem Ele- 
mente guumlieh unabhängig ist. Stellen wir uns mm eine Glei- 
chung vor, deren Glieder theüs starre Elcn rn nta rgröm en theils Ana* 
dennungen sind, und in welcher jede der enteren ab Produkt 
eines Elementes in eine Ausdehnung, also in der Farm ar.A dar* 
gestellt ist: so verwandelt sieh durch Multiplikation aller GKedsr 
mit o jenes Glied in o.a.A oder in £.(a — ?).A, iräl man in 
jedem Faktor eines snimicn Produktes Stöcke hinzufügen kann, 
welche den andern Faktoren gleichartig sind, und da (ex — f) eine 
Strecke, also (a — o) . A eine Ausdehnung ist, so kann man nun dem 
gemeinschaftlichen Faktor Q weglassen» und erhalt auf diese Weise 
die Abweichungsgleiehnng , welche aomit aus der gegebenen da- 
durch hervorgeht, dam man von den Elementen der starren Ets- 
mentaigrossen liberall » aubtrahirt, und die Glieder, welch* 
dehnungen darstellen, unverändert Hast. Sabtrahirt man 
Gleichung von der geg eb en e n, so fallen die Ausdesmungaglisder 
weg, das GHed aA verwandelt sieh in oA — (et — o).A, d. k. m 
a . A ; d. h. statt der verschiedenen Elemente , welche mit den Aus- 
weichungen multiplicirt waren, tritt überall das Element o ein; 
dies kann man nun weglassen nach dem vorigen §, und erhalt so- 
mit eine Gleichung , welche aus der gegebenen dadurck hau oi gabt, 
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88 man die Ausdehnungsglieder weglttsst, statt der übrigen aber 
rt Ausweichungen setzt. Da mm die Ausweichung einer Summe 
n Eiementargrössen als die Summe ihrer Ausweichungen definirt 
i worin zugleich liegt , dass die Ausweichung einer Ausdehnungs- 
ffase null ist, so können wir einfacher sagen : 

„Gleiche Eiementargrössen haben gleiche Ausweichungen" oder 
„Eine Gleichung bleibt richtig, wenn man statt aller Glieder 
gleichzeitig ihre Ausweichungen setzt." 
18 diesem Satze geht, wenn man die Ableitungsweise, durch welche 
•ich ergab, umkehrt, der umgekehrte Satz hervor: 

„Zwei Eiementargrössen, welche gleiche Ausweichungen haben, 
und von irgend einem Elemente Q um gleiche Grösse» ab- 
weichen, sind einander gleich (und weichen auch von jedem 
andern Elemente um eine gleiche Grösse ab)." 
Nämlich sind 

a t Af -|- a a As -f- -f-^ und 

> die griechischen Buchstaben Elemente, die lateinischen Aus- 
ihnungsgrÖ8sen vorstellen , die beiden Eiementargrössen, von denen 
ir voraussetzen, dass ihre Ausweichungen gleich sind, d. h. 

Aj -]— A j — f- «... «=» S| — j- B g «-J— 

;, und dass ihre Abweichungen von irgend einem Elemente f gleich 
ad, d. h. 

(a t — (>).A l + (at — Q)'.A 9 + + P 

•ich ist 

(^i-p).Bt + (Ä-?).B,+ +Q, 

«Ehält man aus dieser letzten Gleichung, indem man die Klammern 
tflöft, und bemerkt, dass nun die Glieder, welche n enthalten, sich 
«möge der ersten Gleichung aufheben, die zu erweisende Gleichung 

a t . At-f-Oj.Aj-l- -f-P 

pich 

AB,+Ä.B,+ +Q. 

ine 8pecielle Folgerung dieses Satzes ist die, „dass eine Elementar- 
0086 , deren Ausweichung null ist , einer Ausdehnungsgrösse gleich 
t, und von allen Elementen um gleich viel, nttmlieh um eben diese 
uadehnungBgvösse abweicht." Denn wenn die Abweichung jener 

lamentargrösse von irgend einem Elemente Q , welche Abweichung 

11 
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immer nach dar Definition eme Aiisdehaungsgrtase dantellt, gMeh 
Pist, so mm« sie seihst gleich P sein, wefl sie mit P gleiche Aus- 
weichung nlmKrh null hat, und beide tob demselben Elemente # um 
eme gleiche Oiössc ab weichen, dena die A bw ei chun g jeder Aus- 
dehnungsgrosse von einem b e li ebi g en Elemente iat eben diese 
Ausdeamunsm>rdsse selbst : also erfolgt jene Gleichheit nach dem so 
eben erwiesenen Satze, und daians messt dann der andere Theü des 
an erweisenden Satzes unmittelbar. 

§ 113. Wir wenden den Satz des c oij g m § noch auf die 
Addition einer starren Elementargrosse (a . A) und einer Ausdehnung 
(P) an. Ist A die Ausweichung der e istet cn . so nrass es anch , da 
die Ausweichung einer Ausdclm nng sgio s se »all ist . die der Summe 
sein: soll daher die Summe wi e ner u ut eine starre Eif.mcaiai&iussc 
sein, so mos» sie sich in der Form fl.A danteDen lassen, und et 
wird dann ß. A in der That der Summe gleich sein, wenn beide 
gleiche Abweichungen von irgend einem Elemente z. B. von a dar- 
bieten : die Abweichung der Grosse oA ron a ist aber null, also hat 
man als die einsige Bedmgungsgleiehung 

P — iß— oLA, 
d.h. 

T die Summe einer starren Elessentaigrosse und 

dehnungsgrosse ist nur dann wieder eine starre 

grosse, wenn die Ausweichung der ersteren diti letzt 

geordnet ist, und zwar ist die Summe dann diejenige Elementar* 

grosse , welche mit der ersteren g l ei c h e Ausweichung hat . 

ron einem Elemente der e istei en um die le tnei e abweicht.* 

§ 114. Nachdem wir nun die Einengung der 

grossen neuerer ocuieu ans oenen oer enuen um in Jinitipiiamtss 

Addition umg e stel lt . und ihren Begriff durch Yergleschuag mit 

ElementargroVaien erster Sode und mit den AusdehmungsgrQasea 

der Anschauung naher geruckt haben „ gehen wir jetzt zu den An* 

Wendungen auf die Gemnetrte und Mechanik über . in welchen jene 

Be g iiic sich auEchaulith abbilden. Was znm*t die Gto s Mfait' buttnll, 



dri tter St ufe ersch ei n e n . Der Baum selbst aber 
am ElumtnUi n Um Tierler Stufe, und erst 
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lies sich am einfachsten als Produkt eines Elementes in eine Aus- 
dehnungsgrösse darstellen, welche wir die Ausweichung derselben 
nannten; und es erschien dieselbe als die an ihr Elementarsystem 
gebundene Ausweichung. Betrachten wir zuerst das Produkt (a . p) 
eines Punktes (a) in eine Strecke (p), so ist p die Ausweichung 
dieses Produktes , die gerade Linie , welche von a in der Richtung 
der Strecke p gezogen wird, das Elementarsystem desselben, und 
das Produkt erscheint also als eine Strecke, welche einen Theil einer 
konstanten geraden Linie ausmacht , und an diese Linie gebunden 
bleibt. Wir nennen dies Produkt , da es einen Theil einer geraden 
Linie bildet, Liniengrösse, und fahren fort, die Strecke, welche an ihr 
erscheint, ihre Ausweichung zu nennen. Eben so stellt sich das 
Produkt (a . P) eines Punktes (a) in einen Flächenraum von kon- 
stanter Richtung als ein Flächenraum dar, welcher in einer konstanten 
Ebene liegt , nämlich in der durch jenen Punkt in der Richtung des 
Flftchenraums gelegten Ebene ; wir nennen jene Grösse, da sie einen 
Theil einer konstanten Ebene bildet, Ebenengrösse (vielleicht besser 
Plangrösse) , und jenen Flächenraum von konstanter Richtung ihre 
Ausweichung. Das Produkt endlich eines Punktes in einen Körper- 
raum hat für die Geometrie, da der Raum ein Elementarsystem vierter 
Stufe ist , also jeder Körperraum schon an sich an ihn gebunden ist, 
keine andere Bedeutung als dieser Körperraum selbst. 

§ 115. Hieraus entwickelt sich nun leicht der Begriff eines 
Produktes von mehreren Punkten. Betrachtet man zuerst das Pro- 
dukt zweier Punkte a . ß oder aß , so ist das System , an welches es 
gebunden ist, die durch beide Punkte gezogene gerade Linie, und da 

a.ß=a.(ß—a) 
ist, so ist die Ausweichung dieses Produktes die Abweichung des 
zweiten Punktes von dem ersten , d. h. das Produkt zweier Punkte 
ist eine Liniengrösse , deren Linie durch jene beiden Punkte geht, 
und deren Ausweichung die von dem ersten an den zweiten geführte 
Strecke ist. — Das Produkt dreier Punkte ct.ß.y erscheint als 
Plangrösse, deren Ebene durch jene 3 Punkte geht ; und da 

«./*./— «• (/*-«).(/—«) — «. [aß\.[ay] 
ist, so ist die Ausweichung derselben der Flächenraum eines Parallelo- 
gramms , was die Abweichungen der beiden letzten Punkte von dem 
ersten zu Seiten hat. Auch können wir, da 
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{ay]-fa/?] + [/9y]irt, 

[aß] . [ay] - [aß] . [ßy] 
setzen ; also ist die Ausweichung das Produkt der stetig auf einander 
folgenden Strecken, welche die Punkte in der Reihenfolge, in welcher 
sie In dem Produkte auftreten , verbinden. Das Produkt von vier 
Punkten a.ß.y.6 erscheint als ein Körperraum, und iswar ist die 
Ausweichung desselben, da 

a.ß.y.6-ma.(ß — a).(y — a).(d — «) = «. [aß\.[ay].ai] 
ist, gleich dem Körperraum eines Spathes, welches die Abweichungen 
der 3 letzten Punkte von dem ersten (in der gehörigen Reihenfolge 
genommen) zu Seiten hat ; oder da 

[ay]- [aß] + [ßr] 
M -[«,*] + [#] + [,<*] 
ist , so ist auch , wenn man die den übrigen Faktoren gleichartige 
Stücke wegläset, 

[aß].[ay].[ad]~[aß\.[ßy].yi] y d.h. 
die Ausweichung des Produktesron vier Punkten ist gleich dem Produkte 
der stetig aufeinander folgenden Strecken, welche jene Punkte in der 
Reihenfolge, in welcher sie in jenem Produkte vorkommen, verbinden. 
Hierbei braucht man nicht hinzuzufügen, dass diese Grösse als an den 
Baum gebunden zu betrachten ist, weil alle räumlichen Grössen an ihn 
gebunden sind. Das Produkt von mehr als vier Punkten wird, da der 
Raum nur ein Elementarsystem vierter Stufe ist, stets null sein müssen. 
Sind die zu multiplicirenden Punkte noch mit Gewichten behaftet, so 
hat man nur das Produkt der einfachen Punkte noch mit dem Pro- 
dukte der Gewichte zu multipliciren , wodurch sich nur die Aus- 
weichung ändert. Viel einfacher gestaltet sich alles , wenn wir die 
Ausdehnung betrachten. Nach der Definition der inneren oder 
zwischen liegenden Elemente , deren Gesammtheit die Ausdehnung 
darstellt, ist die Ausdehnung des Produktes Q.ß.y gleich dein 
Flächenraum des Dreiecks , welches a, ß f y zu Ecken hat , und die 
des Produktes a.ß.y.d gleich dem Körperraum der Pyramide, 
welche a, ß, y, 6* zu Ecken hat; und zugleich Hegt in dem Satze, 
dass die Ausdehnung einer reinen Elementargrösse gleich ihrer Aus- 
weichung dividirt durch die zu der Stufenzahl dieser Ausweichung 
{gehörige Gefolgszahl ist , dass das Dreieck die Hälfte des Parallelo- 
gramms , und die dreiseitige Pyramide der 6te Theü des Spathes ist» 
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dessen Kanten mit dreien der Pyramide parallel sind. — Hierdurch 
ist also der Begriff eines Produktes von mehreren Elementargrössen 
erster Stufe für den Raum bestimmt ; und wir sind dabei nur zu zwei 
neuen Grössen, nämlich der Liniengrösse und der Plangrösse gelangt« 
Aach erhellt, wie das Produkt einer Liniengrösse in einen Punkt 
(oder eine Elementargrösse erster Stufe) allemal eine Plangrösse, das 
Produkt zweier Lhricngrössen und L das eines Punktes in eine Plan- 
grösse allemal einen Körpenranm liefert , dass diese Produkte aber 
null werden , wenn die Stufenzahlen der Faktoren zusammengenom- 
men grösser sind, als die des Elementarsystemes, in welchem sie liegen ; 
also z. B. das Produkt zweier Liniengrössen null wird , wenn sie in 
derselben Ebene liegen. Also auch hierdurch gelangen wir zu keine» 
andern Grössen , als zu den beiden oben genannten. Hingegen ge- 
langen wir durch die Addition der Liniengrössen zu einer eigentüm- 
lichen Summengrösse, welche besonders für die Statik von entschiedener 
Wichtigkeit ist. Wir zeigten oben (Kapitel III. des ersten Abschnittes), 
dass die Summe zweier Produkte n-ter Stufe nur dann wieder als ein 
Produkt n-ter Stufe erscheint, wenn jene beiden Produkte demselben 
Systeme (n -{- l)ter Stufe angehören, hingegen eine formelle Summe, 
die wir Summengrösse nannten , liefert, wenn sie nur durch ein noch 
höheres System umfasst werden konnten. Der letztere Fall kann 
für den Baum , welcher als Elementarsystem vierter Stufe erseheint, 
nur eintreten, wenn Elementargrössen zweiter Stufe, d. h. Liniengrössen 
addirt werden sollen, und diese nicht in Einer Ebene liegen. Die nähere 
Erörterung dieses Falles behalte ich der Anwendung aufdie Statik vor, 
hi welcher diese Summengrösse eine selbstständige Bedeutung gewinnt. 
§ 116. Unter den zahlreichen Anwendungen, welche die 
Mediode unserer Analyse auf die Geometrie verstattet, hebe ich hier 
nur diejenigen hervor , welche mir am geeignetsten erscheinen , um 
das Wesen jener Methode in ein helleres Licht zu setzen. Um die 
Beziehung zu der sonst üblichen Koordinatenbestimmung hervor- 
treten zu lassen, will ich zuerst den Begriff der Richtsysteme auf die 
Auffassung des Baumes als eines Elementarsystemes übertragen. 
Wir hatten im fünften Kapitel des ersten Abschnittes den Begriff 
eines Bichtsystemes für Ausdehnungsgrössen aufgestellt, und demnächst 
für Elementargrössen festgesetzt, dass alle Definitionen, welche wir 
für Ausdehnungsgrössen aufgestellt hatten , auch auf jene übertragen 
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werden sollen. Während dort als Grundmasse Ausdehnungsgrössen 
erster Stufe auftraten, so werden hier Elementargrössen erster Stufe 
als Grundmasse auftreten , und dadurch ist dann die Bedeutung aller 
dort in § 87 und 88 aufgestellten Begriffe auch für Elementargröasen 
bestimmt , namentlich sind die Definitionen von Rieshtmassen , Rieht- 
gebieten , Richtstücken , Zeigern hier genau dieselben wie dort ; nur 
die Richtgebiete erster Stufe, welche wir dort Riehtaxen nannten, wer- 
den wir hier Richtelemente nennen müssen. Dabei will ich dann nur 
noch bemerken, dass, da auch die Strecken als Elementargrössen erster 
Stufe aufgefasst werden können, unter den Grundmassen beliebig viele 
als Strecken auftreten können, und nur wenn alle Grundmasse Strecken 
werden, erhalten wir das Richtsystem für Ausdehnungsgrössen. Das- 
jenige Richtsystem, was diesem am nächsten steht, und dennoch srar 
Darstellung und Bestimmung der Elementargrössen hinreicht, ist das- 
jenige, in welchem Ein Grundmass ein Element ist, alle übrigen aber 
Strecken darstellen, ein Richtsystem, was seiner Einfachheit wegen 
besondere Auszeichnung verdient. 

§ 117. Wenden wir dies nun auf die Geometrie an, so er- 
scheinen für den Raum als ein Elementarsystem vierter Stufe vier 
von einander unabhängige Elementargrössen erster Stufe als Grund- 
masse, welche zur Bestimmung hinreichen. Die Bedingung, dass sie 
von einander unabhängig sein sollen, sagt nur aus, dass sie nicht in 
Einer Ebene liegen dürfen, und wenigstens eins von ihnen eine starre 
Elementargrösse sein muss (während von den übrigen beliebige auch 
Strecken sein dürfen). Nehmen wir vier starre Elementargrössen 
(d. h. vielfache Elemente) als Grundmasse an, so haben wir die von 
Möbius in seinem barycentrischen Kalkül zu Grunde gelegte Art der 
Koordinatenbestimmung, welche mit der von Plücker in seinem 
System der analytischen Geometrie dargestellten ihrem Wesen nach 
zusammenfallt. Als Richtgebiete zweiter Stufe erscheinen hier 6 
gerade Linien , welche je zwei der Richtelemente verbinden, und als 
Kanten einer Pyramide erscheinen, welche jene Richtelemente iu 
Ecken hat, als Richtgebiete dritter Stufe vier Ebenen, welche durch je 8 
der Richtelemente gelegt sind und als Seitenflächen jener Pyramide 
erscheinen ; und die Richtmasse zweiter und dritter Stufe stellen Theile 
jener Linien und Ebenen dar ; das Richtmass vierter Stufe , welches 
hier das Hauptmass ist, stellt einen Körperraum dar« Jede Elementar- 
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grosse erster Stufe , mag sie nun eine starre Elementargrösse oder 
eine Strecke sein, kann im Baume ab Vielfachensumme der vier 
Grandmasse dargestellt werden, jede Elementargrösse zweiter Stufe, 
mag sie nun eine Liniengrösse oder ein Flächenraum von konstanter 
Richtung, oder eine Summengrösse sein, kann als Summe von 6 
Liniengrössen dargestellt werden, welche den oben erwähnten 6 
Linien angehören, kurz jede Grösse kann als Vielfachensumme der 
Richtmasse gleicher Stufe, oder als Summe von Stücken, welche den 
Richtgebieten gleicher Stufe angehören , dargestellt werden. Diese 
Richtsysteme, deren Grundmasse starre Elementargrössen, d. h. viel- 
fache Punkte sind, nennen wir mit Möbius barycentrische. Die 
einfachste Art der barycentrischen Richtsysteme ist die , bei welcher 
die Grundmasse blosse Punkte darstellen. Aber die barycentrischen 
Richtsysteme selbst erscheinen nur als eine besondere obwohl am 
weitesten reichende Art der allgemeinen Richtsysteme , welche aus 
vier beliebigen Elementargrössen erster Stufe bestehen. Denn wir 
ieigten , dass sich beliebig viele derselben bis auf eine in Strecken 
verwandeln können, und erhalten so ausser dem genannten noch 
solche Bichtsysteme, in welchen die Richtgebiete erster Stufe, theils 
Richtelemente, theils Bichtaxen (konstante Richtungen) sind. 

Unter diesen heben wir besonders diejenige Art der Bicht- 
systeme hervor , welche ein Element und drei Strecken au Grund- 
massen haben. Ab Richtmasse zweiter Stufe treten hier auf eines- 
theils drei Liniengrössen, deren Linien durch das Richtelement gehen, 
und deren Ausweichungen die 3 andern Grundmasse sind ; andern- 
theils drei Flächenräume von konstanter Richtung, welche durch die 
drei zwischen jenen 3 Strecken möglichen Spathecke (Parallelo- 
gramme) dargestellt werden ; als Richtmasse dritter Stufe erscheinen 
emestheils Plangrössen, deren Ebenen durch das Richtelement gehen 
und deren Ausweichungen die Flächenräume jener 3 Spathecke sind, 
anderntheils ein als Ausdehnungsgrösse aufgefaßter Körperraum, 
welcher durch das aus jenen Strecken konstruirbare Späth dargestellt 
ist AlsHauptmass endlich erscheint derselbe Körperraum aufgefasst 
als Elementargrösse vierter Stufe. Die Systeme, welchen diese 
Biehtmasse angehören, bilden dann die zugehörigen Richtgebiete. 

Die RichtstUcke eines Punktes in Bezug auf ein solches Bicht- 
system sind nun einestheils das Richtelement, anderntheils drei 






Strecke», welche des 3 Bichtaxen parallel sind, oi als Same tob 
sosehen Tier Biekttttekai wird jeder Punkt im fime dargestellt 
können: die Abweichung eines Punktes im 



also ganz auf dieselbe Webe wie eine Ausdehnung •bcrhaunt durch 

SBT IrfllHBP— 1» TOB 



§118. Indem wir am alle diese Bic h l sjstem e als b es o nder e Arten 



grdaeensmd« darstellen: so haben wir damit emectkcibdieallgeaMnglt 
Koordiaatenbeetiinmung gefunden , bei w ckh c i die Ebene noch ab 
Part *g^*»™^ erster Ordnung ereehemt, sndneiscil* sind wir dsMurcn 
m den 8tand gesetzt, das Verfahren, dareb weJebes wir tob esner 
Kooulinslfulwu liBimimg an einer andern derselbeB Art flbergefcea 
konnten, and welches wir in § 93 für ParaDelkoordhuUea dsMlfillun 
nicht übt anf jede Art der R i ch te* »l erne aiuuwenden. sond< 
es da ein t r e ten an lassen, wo ans einer Art der K< 
aar andern flbei gegangen neiden seQ , sobald beide nar jener tob 
uns dargestellten allgfsneineren Gattung angeboren. Nameutnch 
können wir danach unmitte lbar die barrcentriseheu Gleichungen hl 
Gleichungen aw steh e n Paiallelkooidhmten Bm w aa dclBnadm 
ohne dass wir noch irgend einer besonderen Vorschrift bedurften. — 
Indem wir nun ferner den Begriff der B khtstnch c (Koordinaten) in 



höherer Ordnung annahmen, so reicht dieselbe aUgememe Art dar 
Rirhlsf steme auch aus. um ElenientaigroaBen höherer Stufen y nament* 
Heb um länicngi Ba s en und Ehcneugro ascn au bestimmen. Ehe wir 
die Bedeutung dieser Bestimmungen durchgehen, haben wir auf esnea 
U nterschi ed awischen der tob uns an g ege b ene n Beatim a iungs a en u 
und der sonst tbnehen aufmerksam au machen und au n e igen , wie 
dieser Unterschied snugeghehen werden könne. Namfieh wir shul 
überall au der Bestimmung von EfemcntargrOüsen, d. h. tob Paukten 
mit augehorigen Gewichten , tou Liniengr fi s Bcn und Ebeneagrossea 
gelangt. Bei der B e stimm ung durch Koordinaten kommt es aber 
nur auf die Bestimmu ng der Punkte , Linien und Ebenen ihrer Lage 
nach an, und dadurch erhalten wir bei un s uim Bctrachtuagswen* 
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stets ein Bichtstück oder einen Zeiger mehr, sie 69 bei jener Be- 
stimmung der Lage erforderlich ist. Dieser Unterschied Itfsst sich 
auf der Stelle ausgleichen, indem man bedenkt, dass wenn alle Rieht* 
stücke oder Zeiger einer Grösse mit derselben ZahlengrOsse muhi]>K- 
eirt oder dividirt werden, dadurch die Lage. (das Elementarsystem) 
derselben nicht geändert wird. Man erhält also sogleich die Anzahl 
der Zeiger um eins vermindert , wenn man die Richtstücke (oder die 
Zeiger) mit einem der Zeiger jedesmal dividirt , and dadurch einen 
der Zeiger jedesmal auf eins bringt. Die so gewonnenen Zeiger 
genigen dann jedesmal zur Bestimmung der Lage. Indem wir nun 
auf solche Weise z. B. die Lage einer Ebene durch ihre Zeiger be- 
stimmen, und zwischen den als veränderlich genommenen Zeige» 
eine Gleichung m-ten Grades aufstellen; so wird dadurch eine 
unendliche Menge von Ebenen bedingt, deren Zeiger jener Gleichung 
genügen ; und von allen diesen Ebenen wird eine Oberfläche umhüllt 
weiden, von welcher ich späterhin zeigen werde, dass sie dieselbe sei, 
weicfee man als Oberfläche m-ter Klasse bezeichnet hat. Eben so 
führt die Bestimmung der geraden Linie durch ihre Zeiger zu eigen- 
tümlichen bisher nicht beachteten Gebilden , welche ich zuerst ge- 
legentlich in einer Abhandlung im Grelle 'sehen Journal der Be- 
trachtung unterworfen habe. *) **) Da die weitere Erörterung dieses 
Gegenstandes die Sehranken dieses Werkes überschreiten würde, so 
will ich mich damit begnügen, hier noch die Gleichung Air die 
gerade Linie und die Ebene , wie sie sich durch unsere Wissenschaft 
ergiebt, aufzustellen, und mit den sonst bekannten Gleichungen für 
dieselben in Beziehung zu setzen. 

§ 119. Die allgemeinste Aufgabe, die man sich hier stellen 
kann, ist die, die Gleichung einer Ebene, welche durch drei beliebige 
gegebene Punkte geht, oder die Gleichung einer Linie, welche durch 
zmfr beliebige gegebene Punkte geht , aufzustellen. Es seien die ge* 
gebenen Punkte im ersten Falle a , /?, y , im zweiten Feile u , /f , der 
veränderliche Punkt, welcher als Punkt jener Ebene oder dieser 



*) C r e 1 1 e , Journal für die reine und angewandte Mathematik B. XXIV. 
•*) Diese Gebilde sind besonders seit Plücker's letstem Werke „Neue 
Geometrie des Raumes 1868" vielfach von den ausgezeichnetsten Mathe- 
matikern bearbeitet worden und bilden den Hauptgegenstend der heutigen 
Liniengeometrie. (1877.) 
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Linie durch eine Gleichung zwischen ihm und den gegebenen Punkten 
bestimmt werden soll , sei c , so hat man sogleich aas dem Begriffe 
eines Elementarsystems zweiter und dritter Stufe für den ersten Fall 
die Gleichung 

er. /ff. 7. tr — 0, 
für den aweiten 

a.£.* = 0, 
and durch diese Formeln , welche den grossten Grad der Einfach- 
heit besitaen, ist die Aufgabe im allgemeinsten Sinne gelost. Will 
man dann ans Vorliebe für die gewöhnliche Kooidinateabehaadlang 
oder ans einem andern Grande die entsprechenden Koordinateu- 
gleichnngen aufstellen , so kann man, wenn man nur die Mühe des 
NiederBchreibens dieser langgestreckten Formeln nicht scheut, die- 
selben unmittelbar aus jener einfachen Gleichung ableiten. WiD 
man x. B. die Gleichung in Parallelkoordinaten darstellen , so hat 
man sich nur des am Schlüsse des § 117 erwähnten Richtsyetamt 
an bedienen. Bei diesem Bichtsjsteme wird jeder Punkt als Summe 
das Richtelements * und einer Strecke dargestellt. Es sei 

«— f+Pi»A— *+p*r— *+pi,*— f+p» 

so hat man durch Substitution dieser Ausdrücke ht die Gleichung 
der Ebene 

(e+Pi)-(?+Pi)-(^+Pi)-i*+p)—o, 

oder, indem man die Klammern auflöst , und die Produkte, welche 
null werden*», wegllsst, 

€-PiPsP+Pt?-PiP + PiPs*-P+Pi-Pt-Pif=O f 
oder, indem man mit gehöriger Beobachtung das Yorseieheus *> uJ ber 
all auf die erste Stelle bringt, und es dann nach § 112 wegiasst, 

(Pi-Pi-+Pi-Pi + -Pi-Pa)-P — Pl-Pi-li- 
Um nun diese Gleichung in die Koordinaten^letchnng au Yerwaa- 

dem, hat man nach § 89 nur statt jeder Strecke die Summe ihrer 

Rkhtstncke au setaea, es sei 

P — *+. v +« 
Pi = *t + Tt+*i 

u. s. w.„ 

wo 1, t. 1 etc. die Rkhtstficke darstellen, so hat man nun 



•) Das siad niariich alle die, welche » öfter als einmal ab Faktor eet- 
aanea and aas Produkt Pi**P»P» 
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(^+yi+ z i)-( x s+yi+ z i)-( x +y+*) 
+( x t+yi+^)-( x t+yi+^)-(*+y-f*) 
+(^+yt+»i)-( x i+yi+ z t)-( x +yHr a ) — 

( x i4-yi+ a i)-( x i+y«+ z t)-( x i+ys+« 3 )- 

Nun hat man nur die Klammern aufzulösen, indem man beachtet, 
da» die mit gleichen Buchstaben bezeichneten Richtstücke parallel 
sind, und somit aus jedem Gliede nur sechs geltende Produkte zu je 
drei Faktoren hervorgehen, und hat dann die Faktoren der so ent- 
stehenden 24 Produkte mit Beobachtung der Zeichen so zu ordnen, 
dass die Buchstaben in jedem Produkte auf dieselbe Weise auf ein- 
ander folgen, und erhält dann eine Gleichung, in welcher man statt 
der Richtstücke die Zeiger setzen und sie dadurch zu einer arithme- 
tischen Gleichung machen kann, in welcher wiederum die Ordnung 
der Faktoren gleichgültig ist. Die Gleichung, welche man auf diese 
Weise gewinnt, ist, wenn man unter x, y, z etc. jetzt die Zeiger ver- 
steht; folgende: 

(yt «i — yi 2t +yi z i — yi zs +yi z * — y« z i) x 

+ (z a x 8 — z I x i -j-z 3 x 1 — z^s-j-ztxj — zax t )y 

+( x tyi— x ty«+ x 8yi— x iyi+ x iy«— xsyOz 

— ^yjz, — xtyjzj-fxjyjz, — xjy^z^xjyjz,— x^y!^. 

Diese Gleichung, welche sich durch die gewöhnliche Analyse 
nicht auf eine einfachere Form reduciren lässt, sagt, so weitläufig 
sie auch erscheint, dennoch nichts weiter aus, als jene ursprüngliche 
Gleichung 

a./ff.y.tf — O, 
und enthält die kürzeste Lösung des obigen Problems, welche auf 
dem Wege der Koordinaten möglich ist. Man sieht hier in einem 
recht schlagenden Beispiel den Vortheil unserer Methode , und die 
Formelverwickelungen, in die man hineingeräth , sobald man diese 
Methode aufgiebt. 

§ 120. Indem ich die Darstellung der geometrischen Abschat- 
tung und Projektion, wie auch der verschiedenen Verwandtschafts- 
gysteme einem späteren Kapitel*), in welchem diese Begriffe in einem 
noch grösseren Umfange ans Licht treten werden, vorbehalte, so 
sehreite ich nun zu den Anwendungen auf die Statik. Der Begriff 



*) Kap. IV dieses Abschnittes. 
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des Momentes tritt zuerst hier in seiner ganzen Einfachheit auf, wie 
auch der Begriff der Kraft erst hier eine Darstellung findet, indem 
wir die Kraft als Liniengrösee, also als Elementargrosse zweiter Stufe 
auffassen. Unter dem Moment einer Kraft aß in Bezug auf einem 
Punkt ( verstanden wir oben das Produkt 

[qo\ . [afil oder (a — Q).(ß— a) ; 

mnltipliciren wir diesen Werth noch mit dem Elemente £, so erscheint 
das Moment als Ausweichung der so entstehenden Elementargrösse 
n . (a — g). (ß — m) ; diese ist aber nach dem bekannten Gesetz der 
äusseren Multiplikation gleich 

f.a.ß, 

somit können wir das Moment in Bezug auf einen Punkt defioirea 
als Ausweichung eines Produkts, dessen erster Faktor der Beziehungs- 
punkt und dessen zweiter Faktor die Kraft ist, oder als Abweichung 
der Kraft von dem Beziehungspunkte. Da nun jede Gleichung 
zwischen den Elemeutargrossen auch zwischen ihren Ausweichungen 
besteht, so wird auch jede Gleichung, welche zwischen jenen Produk- 
ten stattfindet, zwischen ihren Momenten gleichfalls stattfinden, obwohl 
nicht umgekehrt. 

Man könnte daher selbst zweifelhaft sein , ob man nicht lieber 
jenes Produkt des Beziehungspunktes in die Kraft als Moment 
definiren , und was wir bisher als Moment fixirten , nur als Auswei- 
chung jener Grosse darstellen soll. — Doch behalten wir den fest- 
gestellten Begriff bei. Unter dem Moment einer Kraft aß in Bezug 
auf eine Axe od" verstanden wir oben (§ 41) das Produkt 

[qü] . [tfa] . [aß\ oder (a — o) .(o — <s)~(ß— «). 

ipliciren wir dasselbe mit £, so erhalten wir das Produkt 

Q.a .a.ß, 

Ausweichung eben jenes Moment ist. Also erscheint das 
Moment einer Kraft in Bezug auf eine Axe als Ausweichung' eines 
Preduktes, dessen erster Faktor die Axe und dessen zweiter Fakter 
die Kraft ist, oder, einfacher ausgedruckt, als Abweichung der Kraft 
ven der Axe. Da Übrigens eine Gleichung zwischen Elementar* 
grossen vierter Stufe im Räume als einem Elementarsystem vierter 
Stufe keine andere Bedeutung hat, als die Gleichung zwischen ihren 
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Aufweichungen , so kann man das Moment in Besag auf eine Axe 
auch direkt ab Produkt dieser Axe in die Kraft auffassen. *) 

§ 121. Es bietet sich auf diesem Punkte der Entwickelung 
eine Methode dar , durch welche wir alle Gesetze für das Gleichge- 
wicht fester Körper ohne Voraussetzung aller früher bewiesenen 
Sätze der Statik auf die einfachste Weise ableiten können. Wir 
bedürfen dazu nur einestheils des Grundsatzes, „dass 3 Kräfte 
welche auf einen Punkt wirken , dann und nur dann im Gleichge- 
wicht sind, wenn ihre Summe null ist," oder, indem wir zwei 
Kräfte oder Kraftsysteme einander gleichwirkend nennen , wenn sie 
durch dieselben Kräfte aufgehoben werden können, „dass zwei 
Kräfte , die auf einen Punkt wirken , der auf denselben Punkt wir- 
kenden Summe beider Kräfte gleichwirkend sind," andern theils, 
„dam zwei Kräfte, welche auf einen festen Körper wirken, dann 
und nur dann im Gleichgewichte sind, wenn sie in derselben geraden 
Linie wirken und einander entgegengesetzt gleich sind." Hier- 
aus folgt sogleich , wenn wir den so eben aufgestellten Begriff des 
Gleichwirkens festhalten, „dass zwei Kräfte, welche auf einen festen 
Körper wirken, dann und nur dann einander gleichwirkend sind, 
wenn sie in derselben Linie wirken und einander gleich sind" oder 
einfacher ausgedrückt, „wenn sie als Liniengrössen einander gleich 
sind." Betrachten wir daher die Kräfte, welche auf feste Körper 
wirken , als Liniengrössen , so zeigt sich sogleich , wie zwei Kräfte, 
deren Wirkungslinien sich schneiden, ihrer Summe gleichwirkend 
seien ; denn ist a dieser Durchschnittspunkt , so werden sich beide 
Kräfte als Liniengrössen darstellen lassen, deren erster Faktor a 
ist, sind dann a . p und a . q , wo p und q Strecken bedeuten , diese 
Kräfte, so sind sie nach der ersten Voraussetzung gleichwirkend mit 
« . (p -|- q) oder mit a . p -(- a . q , d. h. sie sind der Summe der 



*) Da der Name (statisches) Moment jetzt überflüssig erscheint, indem 
er durch den Kamen der Abweichung vollkommen ersetzt wird, und sieh 
dieser sogar noch leichter handhaben l&sst, so wäre es gewiss zweckmässig, 
wenn man den Namen Moment nur in dem Sinne gebrauchte, in welchem 
ihn z. B. La Orange in seiner micanique aruüytique überall gebraucht, wo 
er Ton dem Moment ohne weitere Bestimmung redet, und wenn man das so- 
genannte statische Moment eben als Abweichung bezeichnete. Doch habe 
ich dies nicht ohne weiteres einführen wollen. 
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Kräfte gleichwirkend , auch wenn die Kräfte als Liniengrössen auf- 
gefasst werden. Sind die Kräfte parallel, z. B. die eine gleich a .p, 
die andere gleich mß . p , wo p wiederum eine Strecke bedeutet , so 
können wir die beiden gleichwirkende Kraft nach demselben Prin- 
cip nicht unmittelbar finden ; nehmen wir daher zwei sich einander 
aufhebende Kräfte zu Hülfe , nämlich a . mß und mß. a *) , so sind 
jene beiden Kräfte gleichwirkend den vier Kräften 

a . p, a . mß, mß. a, mß . p, 

von denen die beiden ersten , da sie auf denselben Punkt wirken, 
ihrer Summe gleichwirkend sein werden, und eben so die beiden 
letzten, und wir erhalten somit die beiden Kräfte 

«•(p + V)»^-(« + P) 
als den gegebenen Kräften gleichwirkend. Diese beiden Produkte 
können wir, indem wir zu dem zweiten Faktor den ersten hinzu- 
addiren, wodurch nach den Gesetzen der äusseren Multiplikation 
der Werth des Produktes nicht geändert wird, auf einen gemein- 
schaftlichen Faktor bringen; nämlich es werden dann jene Kräfte 
gleich 

a . (a -}- mß -f- p), mß. (a -J- mß -f" p)- 

Wenn nun m nicht gleich — 1 ist , so stellt der zweite Faktor einen 
vielfachen Punkt dar (mit dem Gewichte 1 -f- m) , beide Kräfte wir- 
ken dann auf einen Punkt , und sind somit ihrer Summe gleichwir- 
kend; diese Summe ist 

(a + m/7).(a + mjfr + p), 

d. h. sie ist gleich 

(a -|- mß) . p . 

Und so sind also die beiden Kräfte a . p und mß . p , wenn nicht m 
gleich — 1 , d. h. wenn nicht die Summe ihrer Ausweichungen null 
ist, Einer Kraft (a -(- mß) ,p. d. h. ihrer Summe gleichwirkend. Da 
nun die Wirkungslinien zweier Kräfte , die in Einer Ebene liegen, 
sich entweder schneiden oder parallel laufen, so folgt überhaupt, 
dass zwei Kräfte, welche in Einer Ebene liegen, jedesmal, wenn 
ihre Ausweichungen nicht zur Summe null geben, Einer Kraft 



*) Beide heben einander auf, weil et . mß ■■ — mß . et Ist 
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gleichwirkend sind , welche die Summe jener Kräfte ist. Betrach- 
ten wir nun noch den Fall , den wir bisher ausschlössen , dass näm- 
lich die Ausweichungen beider Kräfte zusammen null , d. h. beide 
Kräfte als Strecken betrachtet, entgegengesetzt gleich sind, so leuch- 
tet ein, dass beide dann aber auch nur dann im Oleichgewicht sind, 
wenn sie in derselben Richtungslinie liegen , d. h. die Summe der 
Kräfte selbst null ist. In diesem besonderen Falle können wir also 
auch noch sagen, dass beide Kräfte ihrer Summe gleich wirkend 
sind. Es bleibt daher nur der Fall noch zu untersuchen , wo beide 
Kräfte als Strecken zur Summe null geben , als Liniengrössen aber 
nicht. In diesem Falle nun ist nach der zweiten Voraussetzung nicht 
Gleichgewicht vorhanden ; aber wir können auch leicht zeigen , dass 
es dann keine geltende Kraft gebe, welche jenen beiden Kräften das 
Gleichgewicht halte. Denn aus den beiden Voraussetzungen , die 
wir zu Anfang dieses § aufstellten , geht hervor , dass die Auswei- 
chung der Gesammtkraft stets die Summe ist aus den Ausweichun- 
gen der einzelnen Kräfte. Also müsste hier die Ausweichung der 
fraglichen Kraft null sein ; d. h. diese Kraft selbst müsste null sein 
und die gegebenen Kräfte schon im Gleichgewichte stehen, was 
wider die Annahme ist. Somit haben wir in der That gezeigt, dass 
2 Kräfte, welche in parallelen, von einander getrennten Linien wirken, 
und als Strecken entgegengesetzt gleich sind, auf keine ihnen gleich- 
wirkende einzelne Kraft zurückgeführt werden können. Dieser Fall 
ist aber derselbe, in welchem die Kräfte keine Liniengrösse als 
Summe darbieten , sondern eine Ausdehnung zweiter Stufe , in der 
That ist ap — /?p gleich (« — ß) p , was eine Ausdehnung zweiter 
Stufe darstellt. Um die Bedeutung dieses Falles für die Statik 
näher in's Auge zu fassen , bemerken wir, dass das Gesammtmoment 
zweier solcher Kräfte in Bezug auf alle Punkte im Räume , d. h. 
die Gesammtabweichung derselben von allen Punkten eine kon- 
stante Grösse ist. In der That, da die gesammte Abweichung 
gleich der Abweichung der Summe ist , die Summe aber hier eine 
Ausdehnung zweiter Stufe ist, und die Abweichung einer Ausdeh- 
nung immer dieser selbst gleich ist, so folgt, dass die Gesammt- 
abweichung jener beiden Kräfte von jedem beliebigen Punkte , der 
Summe dieser beiden Kräfte selbst gleich ist , also konstant bleibt, 
sobald diese Summe es bleibt. Wir sagen daher, es seien beide 
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Kräfte diesem Moment, welches durch ihre Summe dargestellt wird, 
gleich wirkend *). Somit können wir nun den Set* aufstellen : 

„Zwei oder mehrere Kräfte, welche in Einer Ebene wirken, 

sind ihrer Summe gleich wirkend. u 

von swei Kräften liest sieh dies sogleich auf beliebig Tiefe 



§ 122. Gehen wir tot Betrachtung der Kräfte im Baume 
aber, so haben wir daran an erinnern, dass die Addition von Kräf- 
ten als Elementargrossen sweiter Stufe nur dann eine reale Bedea- 
tnng hat, wenn dieselben in Eimer Ebene als einem Systeme dritter 
Stufe liegen, hingegen eine bloss formelle Bedeutung gewinnt , 
dies nicht der Fall ist. Vermöge dieser formellen Bedeutung 
den swei solche Summen einander gleich gesetst, wenn sie durch 
Anwendung der realen Addition und der allgemeinen additiven Ver* 
knuprungsgesetae sich auf denselben Ausdruck sui^ckfuhren lassen» 
Betrachten wir nun swei solche Summen von Kräften im Rsmse, 
welche sich auf diese Weise auf denselben Ausdruck SArückfunien 
Isssfii , und bedenken , dass bei der realen Addition , weil dabei die 
Kräfte in Einer Ebene liegen, die Summe der Kräfte jedesmal der 
Gesammtheit der einzelnen Kräfte, welche ihre Stöcke bilden, gleich* 
wirkend sei: so folgt, dass bei jener Umwandlung der formellen 
Summe in eine ihr gleiche, jedesmal die Kräfte, welche diese 
Summe bilden, einander gleichwirkend bleiben, also „dass swei 
Vereine von Kräften , welche gleiche Summe darbieten, allemal ein- 
ander gleichwirkend sind" , also auch, „dass eine Reihe von Kräf- 
ten, deren Summe null ist, im Gleichgewicht ist*. Nun können 
wir femer jede Summe von Kräften auf Eine Kraft deren AngrinV 
punkt willkuniiich ist, und Ein Moment, oder auch auf swei Kräfte 
zurückfuhren; in der That setsen wir die Summe mehrerer Kräfte 
gleich 

cp-f M, 
wo a ein Element, p eine Strecke, ap also eine Kraft, M aber 



•) Es ist dies also als eine Erweiterung des Begrins des Gleich wirkest 
ansnsehen , indem das Moment selbst als eine eigentümliche KraftgrosM 
auigefasst ist, weiche mit andern Kräften zusammenwirken kann ; änderen 
ist die in der Statik so wichtige Theorie der KrlfUpaare in ihres» 
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Ausdehnung zweiter Stufe, also ein Moment darstellt: so werden 
nach den oben dargestellten Sätzen beide Ausdrücke dann und nur 
dann gleich sein, wenn sie gleiche Ausweichung und von irgend 
einem Elemente z. B. a gleiche Abweichung haben ; es muss also 
dann p gleich der Summe aller Ausweichungen , welche die einzel- 
nen Kräfte darbieten , und M gleich der Summe aller Abweichun- 
gen von dem Elemente a sein ; da aber beide Summen stets real 
sind , die erste als Summe von Strecken , die letzte als Summe von 
Ausdehnungsgrössen zweiter Stufe in einem Systeme dritter Stufe, so 
läset sich jene Reihe von Kräften allemal auf die angegebene Form 
bringen , und zwar ist a willkührlich, dann aber p und M bestimmt. 
Kann man nun jene Kraftsumme auf den Ausdruck op -f- M brin- 
gen , so kann man sie auch auf die Summe zweier Kräfte bringen ; 
ist z. B. M gleich rs , so kann man von dem Gliede op das Glied 
ob subtrahiren und dasselbe Glied zu M addiren , ohne den Werth 
der Summe zu ändern, und erhält so 

a.p 4- M=a (p — s) + (« + r).s, 
wo die rechte Seite zwei Kräfte darstellt. Da endlich zwei Ver- 
eine von Kräften , welche gleiche Summen haben , einander gleich- 
wirkend sind, wie wir oben zeigten, so hat man den Satz, „dass 
sich jede Reihe von Kräften im Räume auf zwei Kräfte oder auf 
eine Kraft und ein Moment zurückführen lassen, welche ihnen 
gleichwirkend sind und dieselbe Summe liefern, wie jene Kräfte. tf 
Hieran schliesst sich sogleich die Folgerung, „dass mehrere Kräfte 
auch nur dann im Gleichgewicht sind , wenn ihre Summe null 
ist" ; denn auf zwei ihnen gleich wirkende Kräfte , welche auch die- 
selbe Summe liefern , lassen sie sich zurückführen, aber zwei Kräfte 
sind nach der zweiten Voraussetzung nur dann im Gleichgewichte, 
wenn ihre Summe null ist , alsdann wird aber auch die Summe der 
gegebenen Kräfte , da sie dieselbe ist , null sein ; also ist jfener Satz 
bewiesen. Wenn nun zwei Vereine von Kräften einander gleich- 
wirkend sind , so müssen die des einen Vereins mit den entgegen- 
gesetzt genommenen Kräften des andern (nach der Definition des 
Gleichwirkens) zusammengesetzt Gleichgewicht geben, d. h. nach 
dem vorigen Satze ihre Summe muss null sein , also müssen dann 
die Kräfte des einen Vereins dieselbe Summe liefern , wie die des 

andern, somit haben wir bewiesen, „dass zwei Vereine gleichwir- 

12 
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kender Kräfte noth wendig gleiche Summen liefern. u Fassen wir 
diesen Satz mit dem umgekehrten , den wir vorher bewiesen haben, 
zusammen, so erhalten wir den Satz : 

„Dass zwei Vereine von Kräften dann und nur dann einander 
gleichwirkend sind, wenn sie gleiche Summen liefern." 
Dieser Satz berechtigt uns die Gesammtwirkung mehrerer Kräfte 
als die Wirkung ihrer Summe aufzufassen , auch dann , wenn diese 
Summe sich nicht mehr als einzelne Kraft darstellen lässt ; wir haben 
somit den allgemeinen Satz : 

r Zwei oder mehrere Kräfte sind ihrer Summe gleichwirkend, 
und sind nur dann im Gleichgewichte, wenn ihre Summe null ist u 
Dieser Satz umfasst alle früheren, und erscheint als deren End- 
resultat. 

§ 123. Dass nun zwei Vereine gleichwirkender Kräfte in Be- 
zug auf jeden Punkt und jede Axe gleiches Gesammtmoment 
haben, dass zwei Vereine von Kräften, welche gleiche Gesammtaus- 
weichung und in Bezug auf irgend einen Punkt gleiches Moment 
haben , einander gleichwirkend sind , und in Bezug auf jeden Punkt 
und jede Axe gleiches Moment haben, sind jetzt, nachdem wir einen 
Verein von Kräften als ihrer Summe gleichwirkend dargestellt 
haben , nur andere Ausdrucksweisen der von uns in der abstrakten 
Wissenschaft aufgestellten Sätze. — Wir halten uns daher mit der 
Ableitung jener statischen Gesetze nicht weiter auf, und wollen 
statt dessen einen allgemeinern Satz über die Theorie der Mo- 
mente aufstellen , welcher alle Sätze , die man bisher über diese 
Theorie aufgestellt hat , an Allgemeinheit weit übertrifft , und den- 
noch durch unsere Analyse sich aufs einfachste ergiebt. Um die- 
sen Satz sogleich in einer leichtfasslichen Form zu geben , will 
ich einen, neuen Begriff einführen , welcher für die Betrachtung der 
Verwandtschaftsbeziehungen Überhaupt von der grössten Wichtig- 
keit ist. Nämlich ich sage, dass ein Verein von Grössen in der- 
selben Zahlenrelation stehe, wie ein anderer Verein entsprechen- 
der Grössen, wenn jede Gleichheit, welche zwischen den Viel- 
fachensummen aus den Grössen des letzten Vereins stattfindet, auch 
bestehen bleibt, wenn man statt dieser Grössen die entsprechen- 
den des ersten Vereins setzt. Der Satz, den wir hier beweisen 
wollen, lässt sich nun in der Form darstellen : 
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„Die Gesammtmomente eines Kräftevereins in Bezug auf ver- 
schiedene Punkte oder Axen stehen in derselben Zahlenrela- 
tion, wie diese Punkte oder Axen". 
Denn ist S die Summe des Kräftevereins, so ist das Gesammtmoment 
desselben in Bezug auf irgend eine Grösse A (sei dieselbe nun ein 
Punkt oder eine Axe) gleich der Ausweichung des Produktes AS ; 

sind nun verschiedene Beziehungsgrössen A, B, gegeben , und 

herrscht zwischen denselben eine Zahlenrelation, welche sich in der 
Form 

aA-fbB-|-...- = 0, 
wo 0, b . . . Zahlengrössen sind, darstellen lässt, so wird auch , wenn 
man mit S multiplicirt, 

oAS + BBS-f = 

sein; diese Gleichung bleibt nun auch nach § 112 bestehen, wenn 
man statt der Produkte AS etc. ihre Ausweichungen, d. h. die Mo- 
mente von S in Bezug auf jene Grössen setzt; also stehen diese 
Momente in derselben Zahlenrelation, wie die Beziehungsgrössen. 

Vermittelst dieses Satzes können wir also aus den Momenten in 
Bezug auf zwei Punkte das Moment in Bezug auf jeden andern Punkt 
derselben geraden Linie finden , und ebenso aus den Momenten in 
Bezug auf drei Punkte, die nicht in Einer geraden Linie liegen, das 
jedem andern Punkte derselben Ebene zugehörige, aus den Momenten 
in Bezug auf vier Punkte, die nicht in Einer Ebene liegen, das jedem 
andern Punkte des Raumes zugehörige, femer aus den Momenten in 
Bezug auf zwei Axen, die sich schneiden, das Moment in Bezug auf 
jede andere durch denselben Punkt gehende und in derselben Ebene 
liegende Axe, aus den Momenten in Bezug auf drei Axen derselben 
Ebene, welche nicht durch Einen Punkt gehen, das jeder andern Axe 
derselben Ebene , und überhaupt aus den Momenten in Bezug auf 
eine Reihe von Axen, welche in keiner Zahlenrelation zu einander 
stehen , das Moment in Bezug auf jede Axe , welche zu ihnen in 
bestimmter Zahlenrelation steht. 

§ 124. Ich schliesse diese Anwendung mit der Lösung der 
Aufgabe, die Bedingungsgleichung zu finden, welche bestehen muss, 
wenn ein System von Kräften einer einzelnen Kraft oder einem 
Moment gleichwirkend sein soll. 

In beiden Fällen wird die Summe der Kräfte S als Produkt 

12* 
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zweier ElementargrösBen erster Stufe dargestellt werden können, und 
daraus folgt für diesen Fall sogleich die Gleichung 

S.S — O, 
eine Gleichung, welcher nie genügt wird, wenn S eine formelle 
Summe darstellt ; denn dann läast sich S als Summe sweier Kräfte 
darstellen, welche nicht in derselben Ebene liegen; es seien dies 
A und B, also 

S — A-fB, 
so ist 

S.S — (A + B).(A + B) 

— 2 AB, 
weil nämlich A . A und B . B null sind, A . B aber gleich B . A ist*); 
da nun A undB nicht derselben Ebene angehören, so kann auchA.B 
nicht null sein, also ist jene Gleichung 

S.S — 
die nothwendige , aber auch ausreichende Bedingungsgleichung ftr 
den Fall, dass S eine einzelne Kraft oder ein einzelnes Moment dar- 
stellen soll ; und zwar wird sie ein Moment darstellen, wenn die Aus- 
weichung von S null ist, im entgegengesetzten Falle eine Kraft yw 
geltendem Werthe. Ist 

S — A+B + C + ..., 
so wird 

S.S — 2AB+2AC+ABC-f ...., 
also gleich der Summe aus den Produkten zu zwei Faktoren, die steh 
aus den Stücken bilden lassen**). Daraus folgen sogleich die Sitze: 
„Ein Verein von Kräften ist dann und nur dann einer einzelnen 
Kraft oder einem einzelnen Moment gleichwirkend, wenn die 
Summe der Produkte zu zwei Faktoren, welche sich aus des 
Kräften bilden lassen, null ist." 
Ferner 

„Zwei Vereine von Kräften können nur dann einander gleten- 
wirkend sein, wenn die Produkte zu zwei Faktoren, welche sieb 



•) Nämlich weil A und B Grössen «weiter also gerader Stufe sind, welche 
sich nach § 66 ohne Zeichenwechsel vertauschen lassen. 

••) Nämlich gleich der einfachen Summe, wenn man die Produkte AB 
und BA als Tersehieden gebildete betrachtet. 
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aus den Kräften des einen Vereins bilden lassen, gleiche Summe 

liefern wie die aus den Kräften des andern gebildeten. u 

Diese Sätze bleiben auch noch bestehen, wenn man statt der 

odukte zweier Kräfte tiberall ihre sechsten Theile , nämlich die 

ramiden, welche die Kräfte zu gegenüberliegenden Kanten haben, 

iftthrt. 



Drittes Kapitel. 

Das ein gewandte Produkt*). 

§ 125. Der Begriff des Produktes als eines äusseren bestand 
•in, dass jedes Stück eines Faktors, welches von dem andern 
ktor abhängig war, ohne Werthänderung des Produktes wegge- 
ben werden konnte, worin zugleich lag, dass das Produkt zweier 
Gängiger Grössen null sei. Reale Grossen, d. h. solche, die sich 
Produkte aus lauter einfachen Faktoren darstellen lassen, wurden 
m „von einander unabhängig" genannt, wenn jeder einzelne Faktor 
ftelben ganz ausserhalb desjenigen Systems lag, was durch die 
rlgen Faktoren bestimmt war, oder, mehr abstrakt ausgedrückt, 
an keine Grösse, die dem Systeme von einer der Grössen angehört, 
gleich dem durch die sämmüichen übrigen bestimmten Systeme 
gehört. Da nun diese Bestimmung, welche das Produkt als ein 
•eres charakterisirt, nicht in dem Begriffe des Produktes an sieh 
ft, so muss es möglich sein, den allgemeinen Begriff des Produktes 
bmhalten, und doch jene Bestimmung aufzugeben, oder durch 
6 andere zu ersetzen. Um nun diese neue Bestimmung aufzu- 
1m, müssen wir, da nach ihr auch das Produkt zweier abhängiger 
öseen soll einen geltenden Werth haben können, die verschiedenen 
ade der Abhängigkeit untersuchen. Wenn zwei Systeme höherer 
iffan überhaupt von einander abhängig sind, so wird es Grössen 
Mm, welche beiden zugleich angehören. Da nun jedes System, 
khes gewisse Grössen enthält, auch sämmtliche von ihnen ab- 
ogige Grössen, d. h. das ganze durch sie bestimmte System, also 
di das äussere Produkt jener Grössen, enthalten muss, so folgt, 



*) Vergl. su diesem Kapitel den «weiten Anhang. (1877.) 
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dass Systeme, welche gewisse Grössen gemeinschaftlich enthalten, 
auch das ganze durch diese Grössen bestimmte System , also auch 
das äussere Produkt derselben, gemeinschaftlich enthalten werden; 
nach der Stufenzahl dieses gemeinschaftlichen Systemes wird nun 
auch der Grad der Abhängigkeit bestimmt werden können, und wir 
werden sagen können, zwei Systeme seien im m-ten Grade von ein- 
ander abhängig, wenn sie ein System m-ter Stufe gemeinschaftlich 
enthalten, und eben so zwei reale Grössen seien im m-ten Grade von 
einander abhängig, wenn die durch sie bestimmten Systeme es sind, 
oder wenn sie sich auf einen gemeinschaftlichen Faktor m-ter Stufe 
bringen lassen (und auf keinen höheren). Dies letztere nämlich 
folgt aus dem Vorhergehenden, da nach § 47 jede Grösse, welche 
dem durch eine andere Grösse bestimmten Systeme angehört, auch 
als Faktor der letzteren angesehen werden kann*). Jedem Grade 
der Abhängigkeit nun entspricht eine Art der Multiplikation, wir 
fassen alle diese Arten der Multiplikation unter dem Namen der 
eingewandten Multiplikation zusammen, und verstehen ins Be- 
sondere unter dem eingewandten Produkt m-ter Stufe dasjenige, in 
welchem ohne Werthänderung desselben in jedem Faktor nur ein 
solches Stück weggelassen werden kann, welches von dem andern 
Faktor in einem höheren, als dem m-ten Grade abhängig ist ; und 
zwar nennen wir das eingewandte Produkt m-ter Stufe ein reales, 
wenn die Faktoren wenigstens im m-ten Grade von einander ab- 
hängen, hingegen ein formales, wenn in einem niederen **). Der 
Werth des eingewandten Produktes besteht dann eben in demjenigen, 
was bei jenen verstatteten Aenderungen konstant bleibt. Nur das 
reale Produkt ist es jedoch, was wir hier der Betrachtung unter- 
werfen, indem das formale eine andere Behandlungs- und Bezeichnungs- 
weise erfordert, und es überdies von viel geringerer Bedeutung ist. 
Das reale eingewandte Produkt hat nun entweder einen geltenden 
Werth, oder es ist null, und zwar wird es nicht nur, wie jedes 
Produkt, null, wenn ein Faktor es wird, sondern auch, wenn die 



*) Von den unabhängigen Grössen würden wir also sagen können, sie 
seien im null-ten Grade, d. h. eben gar nicht abhängig von einander. 

**) Der formale Begriff des eingewandten (regressiven) Produktes ist 
in der Aasdehnungslehre von 1862 als unfruchtbar aufgegeben und dadurch 
die ganie Sache vereinfacht worden. (1877.) 



§ 126 D ftS eingewandte Produkt von bestimmtem Grade. 183 

beiden Faktoren in einem höheren Grade von einander abhängen, 
als die Stufe der eingewandten Multiplikation beträgt. Nämlich dies 
letztere folgt daraus, dass man dann einen Faktor als Summe 
betrachten kann, deren eines Stück null, und deren anderes er selbst 
ist, und dass man dann nach der vorhergehenden Definition dies 
Stück weglassen darf, wodurch das Produkt gleich null erscheint. 

§ 126. Um die Bedeutung des realen eingewandten Produktes 
darlegen zu können, haben wir das Nullwerden desselben abhängig 
zu machen von dem Systeme, welchem beide Faktoren angehören, 
während wir es bisher von dem gemeinschaftlichen Systeme beider 
Faktoren oder von dem Grade ihrer gegenseitigen Abhängigkeit bedingt 
sein Hessen. 

Wir stellen uns zu dem Ende die Aufgabe: „Wenn das zweien 
Grössen gemeinschaftliche System gegeben ist, das sie zunächst 
umfassende System, d. h. das niedrigste*) System, welchem beide 
zugleich angehören, zu finden." Wir erinnern hierbei daran, dass 
eine Grösse einem Systeme dann und nur dann angehört, wenn sie 
einer andern Grösse, die dies System darstellt, untergeordnet ist, 
d. h. sich dieselbe als äusserer Faktor dieser letzteren Grösse dar- 
stellen lässt. Wenn daher A und B die beiden Grössen sind, und 
C ihr gemeinschaftliches System darstellt, so wird sich C als äus- 
serer Faktor sowohl von A als von B darstellen lassen, also z. B. 
B auf die Form CD gebracht werden können. Indem wir C als das 
gemeinschaftliche System für A und B setzen, so meinen wir damit 
nach dem vorigen §, dass C alle Grössen in sich enthalte, welche 
dem A und B gemeinschaftlich angehören, aber auch keine andern. 
Daraus folgt, dass D keine Grösse mit A gemeinschaftlich haben 
kann, weil sonst auch CD, d. h. B noch Grössen mit A gemeinschaft- 
lich haben würde, welche nicht dem Systeme von C angehörten, 
wider die Annahme. Da nun hiernach A und D von einander unab- 
hängig sind, das Produkt AD also als äusseres einen geltenden Werth 
hat, so werden zuerst beide Grössen A und B diesem Produkte 
AD untergeordnet sein, indem A unmittelbar als Äusserer Faktor 
desselben erscheint, von den beiden Faktoren der Grösse B oder 
CD aber der eine C in A enthalten ist, der andere unmittelbar in 

*) Darunter ist natürlich das System, was die kleinste Stufensahl hat, 
sa verstehen. 
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jenem Produkte AD erscheint, also auch B selbst als äusserer Fak- 
tor dieses Produktes darstellbar ist. Dass es aber keine Grösse von 
niederer Stufe giebt, welcher beide Grössen A und B untergeordnet 
sind, folgt sogleich, da eine solche Grösse sowohl A alsD zu äusseren 
Faktoren haben muss, also, da beide von einander unabhängig sind, 
auch ihr Produkt AD (§ 125) als äusseren Faktor enthalten muss. 
Also stellt AD das jene Grössen A undB zunächst umfangende System 
dar, und die Aufgabe ist gelöst. Hierin liegt der Satz : 

„Wenn zwei Grössen A und B als höchsten gemeinschaftlichen 
Faktor eine Grösse C haben, und man setzt eine derselben 
z. B. B, gleich dem äusseren Produkt CD, so stellt das Produkt 
der andern in die Grösse D, nämlich das Produkt AD, das nächst 
umfassende System dar. u 

Bezeichnen wir die Stufenzahlen der vier Grössen A, B, C, D 
mit den entsprechenden kleinen Buchstaben, die des nächstumfassen- 
den Systemes mit u, so haben wir u gleich a -j- d, oder da B «■ CD, 
also b — c -f- d ist, 

u = a-J-b — c; oder 
u-f-c — a-f-b, oder 

c — a-f-b — u, 

d.h. 

„Die Stufenzahlen zweier Grössen sind zusammengenommen 
eben so gross, als die Stufenzahl des Omen gemeinschaftlichen 
Systemes und die des sie zunächst umfassenden zusammenge- 



nommen. 1 ' 



oder 



oder 



„aus der Stufenzahl des gemeinschaftlichen Systems zweier 
Grössen findet man die des nächstumfassenden, indem man jene 
von der Summe der Stufenzahlen, welche jenen einzelnen Grössen 
zugehören, subtrahirt; u 

„aus der Stufenzahl des zwei Grössen zunächst umf as sende n 
Systemes findet man die des gemeinschaftlichen durch Sab* 
traktion der ersteren von der Summe der Stufenzählen beider 
Grössen. u 
In der letzten Form ist dieser allgemeine Satz besonders ftlr die 
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Anwendung bequem, wie sich leicht zeigt, wenn matt ihn auf die 
Geometrie zu übertragen versucht.*) 

§ 127. Es hatte nach § 125 ein eingewandtes Produkt zweier' 
geltenden Werthe dann und nnr dann wiederum einen geltenden 
realen Werth, wenn die Stufe des ihnen gemeinschaftlichen Systems 
gleich war der Stufe der eingewandten Multiplikation, oder mit An* 
wendnng des im vorigen Paragraphen bewiesenen Gesetzes, wenn die 
Stufe des nächstumfassenden Systemes und die der eingewandten 
Multiplikation zusammen gleich der Stufensumme beider Faktoren 
sind. Nennen wir nun im Allgemeinen diejenige Zahl, welche die 
Stufe der eingewandten Multiplikation zur Stufensumme beider Fak- 
toren ergänzt die Beziehungszahl des eingewandten Produktes 
oder der eingewandten Multiplikation, so folgt, dass das eingewandte 
Produkt zweier geltenden Werthe nur dann und immer dann einen 
geltenden, realen Werth liefert, wenn die Stufe des nächstumfassen* 
den Systemes gleich der Beziehungszahl des Produktes ist. Wurde 
die Stufenzahl des gemeinschaftlichen Systemes grösser als die Stufe 
der eingewandten Multiplikation, so wurde das Produkt nach § 125 
null, wurde sie kleiner, so erhielt das Produkt einen bloss formalen 
Werth. Bleiben nun die Stufen beider Faktoren dieselben, so wird, 
wenn die Stufe des gemeinschaftlichen Systemes wächst, die des 
nächstumfassenden Systemes abnehmen und umgekehrt, weil beide 
eine konstante Summe haben, nämlich die Stufensumme beider Fak- 
toren. Daraus folgt, dass ein eingewandtes Produkt zweier geltender 
Werthe null wird, wenn die Stufe des sie zunächst umfassenden 



*) Betrachte ich z. B. die Ebene als das nlchstumfassende System zweier 
Linien, so wird, da jene als Elementarsystem ron dritter, diese von zweiter 
Stufe sind, das gemeinschaftliche System von (2 + 2 — 3)ter, d. h. von erster 
Stufe sein, und somit entweder durch einen Punkt oder durch eine Sichtung 
dargestellt sein. Somit haben wir dann den Satz: „Zwei g. L., welche in der- 
selben Ebene liegen , ohne zusammenzufallen , schneiden sich entweder 1 näf 
Einem Punkte oder laufen parallel." Wird der Baum als nlehstumfassendls 
System gedacht, so haben wir die Sätze : „Zwei Ebenen, welche nicht zu- 
sammenfallen, schneiden sich entweder in einer g. L., oder liegen einander 
parallel/ „ eine Linie, welche nicht ganz in einer Ebene liqgt, schneidet diese 
entweder in einem Punkte, oder liegt mit ihr parallel," „zwei Ebenen, 
welche nicht parallel sind, haben eine Richtung', aber auch nur Eine gemein- 
•ehaftUch.« 
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Systemes kleiner wird, als die Beziehungszahl ; und einen formalen 
Werth erhält, wenn sie grösser wird. Wenn also ein System von 
h-ter Stufe gegeben ist, und wir wissen, dass alle in Betracht gesogenen 
Grössen diesem Systeme als Hauptsystem (s. § 80) angehören, so 
sind wir auch sicher, dass das eingewandte Produkt, dessen Beziehungs- 
zahl h ist, einen realen Werth haben werde. Wir nennen dann diese 
eingewandte Multiplikation eine auf jenes System bezügliche, 
und nennen dies System das Beziehungssystem des Produktes*), 
und wenn diesem Beziehungssysteme zugleich beide Faktoren an- 
gehören, so nennen wir dasselbe auch (der früheren Benennungsweise 
gemäss) das Hauptsystem des Produktes. Dann können wir sagen, 
das eingewandte Produkt sei immer ein reales, wenn die Faktoren 
dem Beziehungssysteme angehören, es sei zugleich von geltendem 
Werthe, wenn das die Faktoren zunächst umfassende System zu- 
gleich das Beziehungssystem des Produktes ist, und es sei null, wenn 
das nächstumfassende System beider Faktoren dem Beziehungssysteme 
des Produktes untergeordnet und von niederer Stufe ist. 

§ 128. Das äussere Produkt zweier geltender Grössen zeigte 
sich nach § 55 dann als null, wenn sie von einander abhängig 
sind , d. h. wenn die Stufe des sie zunächst umfassenden Systenm 
kleiner ist, als die Stufensumme der beiden Faktoren ; oder , da wir 
für das äussere Produkt jedes System , welchem die Faktoren unter- 
geordnet sind, und dessen Stufenzahl grösser oder eben so gross 
ist, wie jene Summe, als Beziehungssystem ansehen können, so können 
wir das Gesetz des vorigen § erweiternd sagen: 

r Ein Produkt zweier geltenden Werthe ist dann und nur dann 
null , wenn die Faktoren von einander abhängig sind , und zu- 
gleich ihr nächstumfassendes System niedriger ist als das Be- 
ziehungssystem. a 

Hierin liegt dann zugleich, „dass ein solches Produkt nur dann 
einen geltenden Werth hat , wenn entweder beide Faktoren von ein- 
ander unabhängig sind , oder ihr nächstumfassendes System das Be- 
ziehungssystem ist. 4 Und zwar ist im ersteren Falle das Produkt 
ein äusseres, im letzteren ein eingewandtes. Wenn beide Bedin* 



*) Die Stufensahl dieses Produktes ist eben die Zahl, die wir oben Be- 
slehungssahl nannten. 
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gongen zugleich eintreten , d. h. beide Faktoren von einander unab- 
hängig sind und zugleich ihr iiachstumfassendes System das Be- 
ziehungssystem ist , so kann die Multiplikation nicht nur als äussere, 
sondern auch als eingewandte nullten Grades aufgefasst werden« 
Dadurch erweitert sich der zweite Satz des vorigen Paragraphen zu 
folgendem Satze : 

„Wenn in einem Produkte zweier geltenden Werthe die Stufen- 
summe der Faktoren kleiner ist als die Beziehungszahl , so ist 
das Produkt ein äusseres ; ist jene Summe grösser , so ist das 
Produkt ein eingewandtes und zwar von so vielter Stufe, als 
der Ueberschuss jener Summe Über die Beziehungszahl be- 
trägt ; ist endlich jene Summe dieser Zahl gleich , so kann das 
Produkt sowohl als äusseres , wie auch als eingewandtes null* 
ter Stufe betrachtet werden." 

Durch die Einführung des Beziehungssystemes oder des Haupt- 
systemes haben wir somit den wichtigen Vortheil errungen, dass 
es nun , wenn einmal das Beziehungssystem als Hauptsystem fest- 
steht, nicht mehr nöthig ist, für das Produkt zweier Grössen die 
Multiplikationsweise noch besonders festzustellen, dass es daher 
nun auch als überflüssig erscheint, die äussere Multiplikation von 
der eingewandten oder die verschiedenen Grade der letzteren durch 
die Bezeichnung zu unterscheiden. *) 

§ 129. Um nun den geltenden Werth eines realen einge- 



*) Zugleich haben wir hierdurch den Vortheil einer leichteren Anwend- 
barkeit auf die Baumlehre gewonnen. Betrachten wir z. B. die Ebene, also 
ein Elementarsystem dritter Stufe , als Hauptsystem, wie dies überall in der 
Planimetrie geschieht, so wird das Produkt zweier Elementargrössen in Bezug 
auf dies System dann und nur dann null sein, wenn sie von einander abhän- 
gig sind, und zugleich einem System zweiter Stufe angehören, d. h. wenn sie 
Punkte oder Richtungen gemeinschaftlich haben und zugleich in Einer geraden 
Linie liegen. Betrachten wir ferner den Raum, d. h . also ein Elementarsystem 
vierter Stufe als Hauptsystem , wie dies in der Stereometarie als solcher ge- 
schieht, so wird das darauf bezügliche Produkt zweier Elementargrössen 
dann und nur dann null sein, wenn sie in derselben Ebene liegen und 
zugleich von einander abhängig sind, d. h. Punkte oder Richtungen gemein- 
schaftlich haben; z. B. das Produkt zweier Liniengrössen , welche sich 
sehneiden oder einander parallel sind, das zweier Ebenen, wenn sie in einander 
liegen n. s. w. 
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wandten Produktes in einen einfachen Begriff zu fassen, müssen 
wir für das gegebene Produkt , dessen Werth zu ermitteln ist , alle 
Formen aufsuchen , in welchen es sich vermöge der in der Defini- 
tion festgestellten formellen Multiplikationsgesetze darstellen Hast, 
ohne seinen Werth zu ändern. Das, was dann allen diesen Formet! 
gemeinschaftlich ist , wird den Werth dieses Produktes unter einen 
einfachen Begriff gefasst darstellen. Die vermöge der Definition 
verstatteten Formänderungen sind erstens die allgemein multiplika- 
thre, dass man die Faktoren in umgekehrtem Verhältnisse ändern 
darf, und zweitens die besondere , dass man aus dem einen Faktor 
ein Stück weglassen darf, was von dem andern Faktor in einem 
höheren Grade abhängt , als die Stufe des eingewandten Produktes 
beträgt, oder, aufs Beziehungssystem zurückgeführt, dass man aus 
dem einen Faktor ein Stück weglassen darf, welches mit dem andern 
Faktor zusammen von einem Systeme umfasst wird, dessen Stufe 
kleiner ist als die Beziehungszahl. Als einfachster Fall erseheint 
der, wo der eine Faktor das Beziehungssystem darstellt, der andere 
also ihm untergeordnet ist, oder kürzer ausgedrückt, wo das Produkt 
in Form der Unterordnung erscheint. Da hier das nächst 
umfassende System immer zugleich das Beziehungssystem ist, te 
kann keinem der Faktoren ein geltendes Stück .hinzugefugt werden, 
ohne den Werth des Produktes zu ändern. Die einzige Formände- 
rung , welche den Werth des Produktes ungeändert läset , ist daher 
die allgemein multiplikative , dass nämlich die Faktoren sich in um- 
gekehrtem Verhältnisse ändern dürfen, also 

. B 
A.B = mA. — 

m 
gesetzt werden kann, wenn m irgend eine Zahlengrösse darstellt. 
Es bleiben somit bei allen verstatteten Formänderungen die Systeme 
der beiden Faktoren konstant, und ihre Grösse ändert sich dabei 
nur in umgekehrtem Verhältnisse. Die Zusammenschauung beider 
Systeme nebst dem auf beide Faktoren auf multiplikative Weise zu 
vertheilenden Quantum bildet daher den Werth jenes Produktes. 

§ 130. Sind in dem allgemeineren Falle A und B die beiden 
Faktoren des eingewandten Produktes, und stellt die Grösse C, 
deren Stufenzahl c sei, das beiden Faktoren gemeinschaftliche 
System dar ; so wird, wenn B gleich CD gesetzt wird, AD nach § 126 
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das nächstumfassende System, also auch nach § 128, wenn das 
Produkt nicht null ist , das Besiehungsystem darstellen. *) Nun 
zeigten wir in § 129 , dass dann ausser der allgemeinen multiplika- 
tiven nur die Formänderung verstattet ist , dass der eine Faktor CD 
am ein Stück wachse , welches von dem andern Faktor A in einem 
höheren als dem c-ten Grade abhängig ist. Es ist klar , dass dies 
Sttick nicht mit CD gleichartig sein dürfe , weil ein solches mit A 
in demselben Grade der Abhängigkeit stehen würde, wie CD selbst ; 
es muss also mit CD ungleichartig angenommen werden. Für die 
Addition der ungleichartigen Grössen hatten wir einen realen und 
einen formalen Begriff aufgestellt, von denen der erstere dann ein- 
trat , wenn beide zu addirenden Grössen auf eine solche Weise (in 
einfache Faktoren zerlegt werden können, dass sie alle bis auf 
Einen Faktor gemeinschaftlich enthalten. Da nun die formale Addi- 
tion nur als abgekürzte Schreibart auftrat , so werden wir die Be- 
deutung unseres Produktes schon auffinden , wenn wir nur die reale 
Addition berücksichtigen , und also annehmen, das hinzuzuaddirende 
Stück habe mit CD alle einfachen Faktoren mit Ausschluss Eines 
solchen gemeinschaftlich. Dieser eine einfache Faktor nun wird, 
da das hinzuzuaddirende Stück von A in einem höheren als dem 
c-ten Grade abhängen soll , nothwendig dem Systeme von A ange- 
hören , während unter den übrigen einfachen Faktoren nothwendig 
die sämmtlichen einfachen Faktoren von C vorkommen müssen. Es 
wird sich also dies Stück in der Form CE darstellen lassen müssen, 
wo E von A abhängig ist. Hiernach wird nun das Produkt in der 
j*orm 

A.(CD + CE) oder A.C(D + E) 
erscheinen, wo E von A abhängig ist. Vergleichen wir nun die 
beiden Produkte 

A.CD — A.C(D + E), 
so stellt AD das nächstumfassende System für die Faktoren des 
ersten, A (D -f- E) das für die Faktoren des zweiten Produktes dar; 
und da E von A abhängig, also 

AD — A(D + E) 

*) "Wir setzen hier natürlich voraus , dass das Produkt nicht null sei, 
weil für den Fall, dass es null ist, keine Ermittelung seines Werthes mehr 
nöthigist. 
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ist, so ist auch das nächstumfassende System für beide Produkte 
dasselbe. Ausser dieser Formänderung ist nur noch die allgemein 
multiplikative verstattet, dass die Faktoren sich in umgekehrtem 
Zahlenverhältnisse ändern. Da hierdurch die Systeme der Faktoren 
nicht geändert werden , also das gemeinschaftliche und das nächst- 
umfas8ende System auch bei dieser Formänderung dieselben bleiben, 
so bleiben die genannten Systeme überhaupt bei jeder Formänderung 
des Produktes dieselben , und gehören also zu demjenigen , was den 
konstanten Werth dieses Produktes ausmacht. Setzt man den ge- 
meinschaftlichen äusseren Faktor C als den mittleren , so daas das 
Produkt, wie wir es schon oben darstellten, in der Form 

A.CD 
erscheint; so giebt das Produkt der äusseren Faktoren AD das 
nächstumfassende System; und es stellen dann also sowohl der 
mittlere Faktor als das Produkt der beiden äusseren AD konstante 
Systeme dar. — Vergleichen wir beide Grössen C und AD auch 
ihrem Werthe nach , so haben wir nicht bloss diejenigen Umgestal- 
tungen zu berücksichtigen, durch welche der Werth der einge- 
wandten Faktoren A und CD, aber nicht der ihres Produktes 
A • OD geändert wird , sondern auch diejenigen , welche den Werth 
des äusseren Produktes CD und das System seines ersten Faktors 
ungeändert lassen. Vermöge der ersten Art der Umgestaltung 
konnte CD um ein Stück CE wachsen, in welchem £ von A ab- 
hängig ist , vermöge der zweiten kann D um ein von C abhängiges 
Stück wachsen , welches dann gleichfalls von A abhängig sein mute, 
weil C dem A untergeordnet ist. Bezeichnen wir daher auch dies 
Stück mit E, so verwandelt sich in beiden Fällen das Produkt A.CD 
in das ihm gleiche A . C (D -f- £). Da nun £ von A abhängig, also 

A(D + E) = AD 
ist , so ist in beiden Produkten sowohl der Werth des mittleren Fak- 
tors , also auch der Werth des Produktes aus den äusseren Faktoren 
derselbe geblieben. Ausserdem ist nun bei beiden Arten der Um- 
gestaltung nur noch die allgemeine multiplikative Formänderung, 
nach welcher sich die Faktoren in umgekehrtem Verhältnisse ändern 
können, anwendbar. Wendet man diese Aenderung bei beiden 
Arten der Umgestaltung an, so wird jedesmal, wenn dem einen 
Faktor eine Zahl als Faktor hinzugefügt wird, einem andern dieselbe 
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Zahl als Divisor hinzugefügt werden müssen , also auch , wenn von 
den drei Faktoren des Produktes einer, z. B. C, m-mal grösser wird, 
so muss das Produkt der beiden andern m-mal kleiner werden ; d. h. 
C und AD müssen sich dann im umgekehrten Verhältnisse ändern. *) 
Da mm hierin zugleich schon liegt, dass ihre Systeme konstant 
bleiben, so können wir als Resultat der bisherigen Entwickelung den 
Satz aussprechen, „dass, wenn ein eingewandtes Produkt auf den 
Ausdruck A . CD gebracht ist, in welchem der mittlere Faktor C das 
den beiden Faktoren des eingewandten Produktes A und CD gemein 
schaftliche System darstellt, dann C und AD, d. h. der mittlere 
Faktor und das Produkt der beiden äussern sich nur im umgekehrten 
Verhältnisse ändern können, wenn das ganze Produkt konstanten 
Werth behalten soll. 44 

§ 131. Um die Bedeutung des eingewandten Produktes voll- 
ständig zu gewinnen, bleibt noch die Frage zu beantworten, ob diese 
beiden Systeme, die durch den mittleren und durch das Produkt der 
äusseren Faktoren dargestellt sind , nebst dem auf sie in multiplika- 
tiver Weise zu vertheilenden Quantum , dasjenige , was bei ungeän- 
dertem Werthe des eingewandten Produktes konstant bleibt, voll- 
ständig darstellen, oder mit andern Worten, ob, wenn sich jene 
Grössen C und AD in umgekehrtem Verhältnisse ändern , das Pro- 
dukt A . CD stets konstanten Werth behalte, vorausgesetzt, dass. der 
mittlere Faktor C unausgesetzt das den beiden Faktoren A und CD 
gemeinschaftliche System darstelle. Dass dies in der That der 
Fall sei , können wir leicht beweisen , wenn wir noch voraussetzen, 
dass die eingewandten Faktoren gleiche Stufenzahl behalten. Zu 
dem Ende seien A.CD und A'.C'D' zwei solche Produkte, in welchen 
der mittlere Faktor C oder C das den beiden eingewandten Faktoren 
A und CD oder A' und CD' gemeinschaftliche System darstellt. 
Wir setzen voraus, dass beim Uebergange aus dem einen Ausdrucke 
in den andern AD sich im umgekehrten Verhältnisse geändert habe 



CD D 

*) Geht z. B. A über in mA, so wird CD übergehen in-— oder C — ; 

' ° m m 

geht zugleich C über innC, so geht — über in ; das Produkt der äusseren 

m mn 

AD 
Faktoren AD ist dann übergegangen in , während Cin nC übergegangen ist. 
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wie C (worin schon liegt, dass ihre Systeme konstant geblieben sind), 
und dass die Stufenzahl von A und die von CD dieselben geblieben 
seien. Wir wollen zeigen, dass beide Produkte A . CD und A' . CD' 
einander gleich seien. Zunächst können wir das letztere auf die Form 
bringen , dass der mittlere Faktor derselbe sei , wie in dem ersten 
Produkte , wodurch dann auch das Produkt der beiden äusseren in 
beiden gleichen Werth erhalten wird. Es sei dann das letztere 
Produkt Übergegangen in A t . CD t , so haben wir nun die einfachere 
Voraussetzung, dass 

AD = AiDj 
ist, und A und A t ebenso wie D und D t von gleicher Stufe sind; 
und zu beweisen bleibt dann nur, dass 

A.CD — AfCDt 
sei. Zwei gleiche äussere Produkte , deren entsprechende Faktoren 
gleiche Stufenzahlen haben (wie hier AD und A 1 D 1 ), müssen aber 
durch eine Reihe von Formänderungen aus einander erzeugbar sein, 
welche theils darin bestehen, dass die Faktoren sich in umgekehr- 
tem Verhältnisse ändern , theils darin , dass der eine Faktor um ein 
von dem andern abhängiges Stück wächst. Bei der ersten Aende- 
rungsart ist unmittelbar einleuchtend , dass sich auch der Werth des 
eingewandten Produktes A. CD nicht ändere. Bei der letzten kann 
entweder D um ein von A abhängiges Stück , oder A um ein von D 
abhängiges wachsen. Geht also zuerst D in D -f- E über, wo E von 
Aabhängig ist, sogehtA.CDinA.C(D + E)oderin A.(CD-f CE) 
über. Da hier E von A abhängig , C aber dem A untergeordnet, 
also im c-ten Grade von ihm abhängig ist, so ist CE in einem 
höheren als dem c-ten Grade von A abhängig,, kann also als Stück 
des andern Faktors weggelassen werden , es ist also der Werth des 
Produktes noch derselbe geblieben. Zweitens konnte der Faktor A 
um ein von D abhängiges Stück wachsen. Es sei A gleich CF, so 
muss nun , wenn C noch immer, wie wir voraussetzten , das gemein- 
schaftliche System darstellen soll , das Wachsen des Faktors A um 
ein von D abhängiges Stück dadurch bewirkt werden , dass F um 
ein von D abhängiges Stück wichst; dies wird dann, aus demselben 
Grunde, wie vorher der Zuwuchs von D, den Werth des ganzen Pro- 
duktes ungeändert lassen. Somit sehen wir , dass bei allen Aende- 
rungen , welche den Werth des mittleren Faktors und den des Pro- 
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duktal der beiden äusseren ungeändert lassen , auch der Werth des 
gnifimmten Produktes uligeändert bleibt; oder, indem wir noch 
einen Benritt weher zurückgehen , dass , wenn sich jene Grössen C 
und AD in umgekehrtem Verhältnisse ändern , der Werth des Pro- 
duktes A . CD unter der Voraussetzung, dass die Stufenzahlen von A 
und CD dieselben bleiben , sich nicht ändere. Fassen wir hiermit 
das Resultat des vorigen § zusammen, so können wir sagen, der 
Werth eines eingewandten Produktes bestehe, wenn die Stufen- 
zahlen der Faktoren gegeben sind , in dem gemeinschaftlichen und 
näehstumfassenden Systeme beider Faktoren nebst dem auf beide 
Systeme multiplikativ zu verteilenden Quantum. 

§ 132. Es erscheint hiernach der Begriff des eingewandten 
Produktes noch abhängig von den Stufenzahlen, sofern nach den 
bisherigen Bestimmungen zwei Produkte noch nicht als gleich be- 
trachtet werden konnten , so lange ihre Faktoren ungleiche Stufen- 
zahl besassen. Diese Abhängigkeit des Begriffes von den Stufen- 
zahlen fUhrt in denselben eine Beschränkung hinein, welche der 
Einfachheit des Begriffs schadet und der analytischen Behandlung 
widerstrebt. Indem wir daher diese Beschränkung aufheben, setzen 
wir fest, „dass zwei eingewandte Produkte von geltendem Werthe 
A . CD und A' . CD' , in welchen die beiden letzten Faktoren durch 
äussere Multiplikation verknüpft sind, der mittlere aber das den 
beiden eingewandten Faktoren (A und CD , oder A' und CD') ge- 
meinschaftliche System darstellt, einander gleich seien, sobald über- 
haupt das Produkt der äussersten Faktoren und der mittlere in bei- 
den Ausdrücken gleich sind, oder in umgekehrtem Verhältnisse 
stehen, gleich viel, ob die Stufenzahlen der entsprechenden Fakto- 
ren übereinstimmen oder nicht.*) Namentlich können wir durch 
diese Bestimmung jedes eingewandte Produkt auf die Form der Un- 
terordnung (8. § 129) bringen. In der That ist hiernach 

A.CD — AD.C, 
wenn im ersten Produkte C und D durch äussere, A und CD durch 
eingewandte Multiplikation verknüpft sind , und C das gemeinschaft- 



*) Zu einer solchen erweiterten Definition sind wir berechtigt, da über die 
Vergleiehung von eingewandten Produkten mit ungleichen Stufensahlen ihrer 
Faktoren noch nichts festgesetzt ist Wir sind dasu gedrungen, wenn wir der 
Wissenschaft die ihr gebührende Einfachheit erhalten wollen. 

13 
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liehe System der beiden eingewandten Fkktoren darstellt. Denn in 
dem letzten Ausdrucke kann AD als erster, C als mittlerer und die 
Einheit als letzter Faktor vorgestellt werden, welcher mit D (nach 
Kap. IV) durch äussere Multiplikation verknüpft ist, wahrend C noch 
das gemeinschaftliche System darstellt. In dieser Form aufgefasst 
bietet der zweite Ausdruck dasselbe Produkt der ttussersten Fakto- 
ren und denselben mittleren Faktor dar, wie das erste, und beide 
sind somit einander gleich. 

Noch habe ich hier daran au erinnern , dass , wenn das Pro* 
dukt der aussersten Faktoren von niederer Stufe ist als das Be- 
ziehungssystem, dann beide Produkte gleichseitig null werden (nach 
§ 127), also auch für diesen Fall ihre Gleichheit bewahrt bleibt. 
Nehmen wir endlich einen bestimmten Theil H des Hauptsyten* 
als HaoptmasB (§ 87) an, so können wir jedes auf jenes Haupt* 
system bezügliche eingewandte Produkt auf die Form bringen , dssf 
der erste Faktor das Hauptmass wird. Nämlich wir können nach 
dem vorher gesagten jedes solche Produkt, wenn es einen gelten* 
den Werth hat , auf die Form bringen , dass der erste Faktor das 
Beaiehuttgasystem oder hier das Hauptsystem darstellt, also auch, 
da wir die Faktoren in umgekehrtem Verhältnisse ändern kdnnen, 
auf die Form , dass der erste Faktor irgend ein bestimmter Theil 
des Hauptsystems , also auch dass er das Hauptmass wird. Ist das 
eingewandte Produkt null , so können wir den ersten Faktor betis» 
big setzen , wenn nur der zweite null ist , also kann auch in diesem 
Falle das Produkt auf die verlangte Form gebracht werden. Wir 
nennen dann , wenn ein Produkt auf diese Form gebracht ist , dam 
zweiten Faktor desselben „den eigentümlichen (speeifischen) Werth 
oder Faktor jener Produktgrösse in Bezug auf das Hauptmass H,* 
und sein System, welches zugleich das beiden Faktoren gemein» 
schaftliche flystem ist, „das eigentümliche System jener Grösse;" 
seine Stufenzahl , d. h. die Stufenzahl des beiden Faktoren gemein- 
schaftlichen Systems *) , können wir als Stufenzahl der Grösse selbst 
auffassen. Erst bei dieser Betrachtungsweise tritt der Werth des 
eingewandten Produktes in seiner Einfachheit hervor. 



*) Ist die Produktgrösse also von geltendem Werth« (and mrin 
Feil» liest eien von einer «tafensshl derselben reden) so ist des Stafeasshl 
der Produktgröste gleich der Stafe dar eingewandten Multiplikation. 
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■§ 133. Aas dem im vorhergehenden Paragraphen auigestell- 
1 Begriffe die «eingewandten Produktes fcft«TM» wir nun 4as Ver- 
oaclnnigsg&seta Ableiten. Betrachten wir oämlieh zwei Produkte 
m geltendem Werthe, 

AB.ACundAC.AB, 
welchen der Punkt die eingewandte Multiplikation , da« unmittel- 
re Zusammenschreiben die äussere Multiplikation andeuten soll, 
A in welcher der Faktor A das gemeinschaftliche System, ABC 
er ACB also das näclistumfaasende System oder das Beziehungs- 
item darstellt, so hat man nach dem vorhergehenden Paragraphen 

AB.AC — ABC.A, 
AC.AB — ACB.A. 
ide Produkte sind also einander gleich oder entgegengesetzt , je 
ebdem ABC und ACB es sind, d, h. je «nachdem die äusseren 
ktoren B und C sich ohne oder mit Zeichenwechsel Tertauschen 
Ben. Nun hat man bei der Yertanschung aweier äusseren Fak- 
ren , welche auf einander folgen (nach § 55), nur dann (aber auch 
ts dann) das Vorzeichen au ändern , wenn die Stufenzahlen bei- 
r Faktoren ungerade sind. Man wird * also auch die Faktoren 
tee eingewandten Produkte** mit oder ohne Zeiohenweohsel vertan- 
en können , je nachdem die Stufenzahlen von B und C beide zu- 
fielt ungerade sind oder nicht Die Stufenzahlen Ton B und C 
planen aber die der eingewandten Faktoren AC und AB au der 
BÜpmiahl des Beziehungssystemes ABC. Nennen wir daher dieje- 
je Zahl, welche die Stufenzahl einer Grösse zu der des Be- 
Iningssystemes ergänzt , die Ergänzzahl jener Grösse (in Bezug 
f jenes System), so haben wir das Gesetz : 

„Die beiden Faktoren eines eingewandten Productes lassen 
sich mit oder ohne Zeichenwechsel vertauschen, je nachdem 
die Ergäazmablen der Faktoren beide zugleich ungerade sind 
oder nicht." 

Hierin liegt zugleich, dass ein Faktor, welcher das Beziehung»* 
ton* darstellt, sich ohne Zeichenänderung vertauschen läset, da 
m Ergänzzahl null , also gerade ist. Es entspricht dies Gesetz 
n in § 56 für die äussere Multiplikation aufgestellten, womit 
th der Satz in § 68 über die willkürliche Stellung der Zahlen- 

law m vergleichen ist. Da hier die Ergänzzahlen in die Stelle 

13* 
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der dort vorkommenden Stufenzahlen eintreten, so erscheint es 
überhaupt als zweckmässig , auch für die übrigen Sätze der äusseren 
Multiplikation, welche sich auf die Stufenzahlen beziehen, hier 
die entsprechenden aufzusuchen , was natürlich hier nur geschehen 
kann in fiezug auf Produkte aus zwei Faktoren. Es war die Stufen- 
zahl eines äusseren Produktes von geltendem Werthe die Summe 
aus den Stufenzahlen seiner Faktoren. Bei der eingewandten Mul- 
tiplikation ist die Stufenzahl des beiden Faktoren gemeinschaftlichen 
Systems (nach § 132) als die Stufenzahl der Produktgrösse , wenn 
diese einen geltenden Werth hat, aufgefasst. Sind a und b die 
Stufenzahlen der Faktoren , und h die des Beziehungssystems , was 
hier zugleich das nächstumfassende System ist, so ist die des ge- 
meinschaftlichen Systems (g) nach § 126 gleich a-f-b — h. Um 
hier die Ergänzzahlen einzuführen, kann man der Gleichung fol- 
gende Gestalt geben 

h — g «■■ h — a-(-h — b, 
oder wenn man die Ergänzzahlen mit a', V, g' bezeichnet, 

d. h. die Ergänzzahl eines eingewandten Produktes von geltendem 
Werthe ist die Summe aus den Ergänzzahlen seiner beiden Faktoren. 
Es bleibt uns noch der Fall, wo das Produkt null ist, zu berücksich- 
tigen. Bei der eingewandten Multiplikation trat dieser Fall (nach § 
125) dann ein , wenn das beiden Faktoren gemeinschaftliche System 
von höherer Stufe war, als die Stufe der eingewandten Multiplikation 
d. h. a-f-b — h betrug, also wenn 

g>a-f-b — h, d. h. 
h — a-f-h — b>h — g, 
oder wenn 

und ausserdem nur noch , wenn einer der Faktoren null ist , d.h. 
„ein eingewandtes Produkt zweier geltenden Werthe ist null, wenn 
die Ergänzzahlen beider Faktoren zusammengenommen grösser sind, 
als die Ergänzzahl des beiden Faktoren gemeinschaftlichen Systems. * 
Ein äusseres Produkt zweier geltenden Werthe hingegen erschien 
als null , wenn die Stufenzahlen der Faktoren zusammengenommen 
grösser sind als die des beide Faktoren zunächst umfassenden Sy- 
steme«. Es stimmen also diese Gesetze für die Multiplikation* 
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weisen überein, wenn man den Begriff der Stufenzahl gegen den 
der Ergänzsahl und den des nächstumfassenden Systems gegen den 
des gemeinschaftlichen austauscht ; eine Beziehung , welche, wie wir 
sehen werden , bei der weiteren Entwickelung ihre Gültigkeit bei- 
behält. 

§ 134. Das Produkt von drei und mehr Faktoren, zu welchem 
wir nun übergehen , kann stets auf das von zwei Faktoren zurück- 
geführt werden, wenn nur die Multiplikation zweier Faktoren auch 
für den Fall feststeht, dass diese Faktoren wieder Produkte sind. Da 
nun, wenn die Faktoren wieder eingewandte Produkte sind, der Sinn 
ihrer Multiplikation noch nicht festgestellt ist , so bedürfen wir hier 
einer neuen Definition ; und zwar müssen wir festsetzen, welche Be- 
deutung eine beliebige Produktgrösse als erster Faktor , und welche 
sie als zweiter Faktor habe. Wenn eine Grösse als zweiter Faktor 
auftritt, so wollen wir sagen, es werde mit ihr multiplicirt , wenn 
als erster, sie selbst werde multiplicirt. Ich setze nun fest, „mit 
einer Produktgrösse, welche auf die Form der Unterordnung gebracht, 
d. h. so dargestellt ist, dass jeder folgende Faktor dem vorher- 
gehenden untergeordnet sei , multipliciren heisse mit ihren Faktoren 
fortschreitend *) multipliciren," und ferner „eineProduktgrösse, welche 
auf die Form der Unterordnung gebracht ist, mit irgend einer Grösse 
multipliciren heisse den letzten Faktor der ersteren mit der letzteren 
multipliciren (ohne die früheren Faktoren zu ändern) u . Hierbei 
muss dann natürlich , damit der Sinn der gesammten Multiplikation 
klar sei, die Stufe für eine jede der einzelnen Multiplikationen , auf 
welche jene eine reducirt wird , bestimmt sein. Dass diese Defini- 
tionen für jedes reale Produkt ausreichen, werde ich sogleich zeigen. 
Das Produkt wird nämlich als ein reales von geltendem Werthe er- 
seheinen, wenn bei den einzelnen Multiplikationen die Stufe der ein- 
gewandten Multiplikation mit dem Grade der Abhängigkeit Überein* 
stimmt ; hingegen wird es null werden, wenn der Grad der Abhängig- 
keit bei irgend einer dieser Multiplikationen die Stufe der Multipli- 



*) Fortschreitend mit einer Reihe von Grössen verknüpfen heisstnach 
dem schon früher eingeführten Sprachgebranch so verknüpfen, dass das 
jedesmalige Ergebnis« der Verknüpfung mit der nächstfolgenden Grösse der 
Reihe verknüpf! wird. 
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kation übersteigt, indem dadurch dann einer der Faktoren null 
Bloss formale Bedeutung wird es haben, wenn der Grad der Ab- 
hängigkeit irgendwo geringer ist als die Stufe der angehangen 
Multiplikation, ohne daas anderswo das entgegengesetzte Verhältmii 
eintritt. 

§ 135. Der Nach weis daftlr, daas die aufgestellten Dentitionen 
für da» reale Produkt ausreichen , fallt zusammen mit dem Beweist 
des Satzes , dass jedes reale Produkt sich auf die Form der Unter- 
ordnung bringen lasse. In der That lässt sich nach § 182 zunächst 
das Produkt zweier reiner Faktoren (so können wir solche Faktoren 
nennen , die nicht wieder als eingewandte Produkte erscheinen) aaf 
die Form der Unterordnung bringen. Kommt nun zu einem solches 
Produkt A.B, wo B dem A untergeordnet sei , ein dritter reiasr 
Faktor hinzu, welcher mit B im c-ten Grade der Abhängigkeit steht, 
mit A im (c-j-d)-ten, während seine eigne Stufenzahl c-j-d-f-e 
beträgt , so wird er sich darstellen lassen in der Form CDE , wo C 
dem B (also auch dem A) untergeordnet ist, und CD demA, während 
sonst keine Abhängigkeit stattfindet, vorausgesetzt nämlich, da» 
c , d , e die Stufenzahlen von C , D, £ sind. Ist dann das Produkt 
ein reales von geltendem Werthe , d. h. stimmt die Stufe der Multi- 
plikation mit dem Grade der Abhängigkeit überein, so lässt sich 
zeigen, dass 

A.B.CDE — AE.BD.C 
sei. In der That , da hier die Produktgrbsse A . B in der Form dar 
Unterordnung erscheint , so wird sie mit einer andern Grösse CDS 
multiplicirt, indem man den letzten Faktor mit derselben multiplicirt; 
also ist 

A.B.CDE*=A.(B.CDE). 

Es ist aber B.CDE, da C dem B untergeordnet, und c der 
Grad der Multiplikation ist, gleich BDE . C (nach § 132), also jenei 
Produkt 

— A.(BDE.C). 

Da hier C dem B, also auch dem BDE untergeordnet ist, so 
multiplicirt man nach dem ersten Theil der Definition (§ 134) mit 
BDE . C, indem man zuerst mit BDE und das Ergebniss dieser Mul- 
tiplikation mit C multiplicirt. Nun ist aber A . BDE , da B und D, 
also auch BD, dem A untergeordnet sind, und (b-f-d) den Grad 
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bsr Multiplikation darstellt, gleich AE . BD ; also, ist der obige. Aus- 
bruck 

— AE.BD.C. 

Dieser Ausdruck hat die Fem der Unterordnung, da C dem 
3, also auch den BD, BD aber dem A, also auch dem AE unterge- 
Käses ist. Semit litest sich das fortschreitende Produkt von drei 
■einen Faktoren stets auf die Form der Unterordnung bringen. 
Staunt nun noch ein vierter Faktor hinzu, so kann man zuerst die 
l ersten auf die Form der Unterordnung bringen. 

Es sei A . B . C diese Form« Tritt nun ein vierter Faktor hiu- 
ni , so muss , damit der Sinn der Multiplikation ein bestimmter sei, 
festgesetzt sein , in welchem Grade der Abhängigkeit er mit jeder 
ler drei Grössen A , B , C stehen muss , wenn das Produkt einen 
realen geltenden Werth haben soll ; es möge dann der vierte Faktor 
r«n C im d-ten Grade abhängig sein , von B im (d -\- e) ten , von A 
im (d-j-e4~f)ten Grade, während er selbst zur Stufenzahl d-(-e 
■^-f-f-g habe, so wird er sich in der Form DEFG darstellen lassen, 
no D dem C , E dem B , F dem A untergeordnet ist , und d, e, f, g 
lie Stufenzahlen von D , E , F, G darstellen. Dann kann man zei- 
gen, dass 

A. B.C. DEFG — AG.BF.CE.D 
»ei. Denn es ist 

A.B.C. DEFG — A.B. (C.DEFG) 

— A.B. (CEFG. D), 

la nämlich D dem C untergeordnet ist. Da nun CEFG . D in der 
form der Unterordnung erscheint, so kann man mit seinen einzelnen 
Faktoren CEFG und D fortschreitend multipliciren ; B giebt aber 
nit CEFG multiplicirt , da C und E , also auch CE dem B unterge- 
ordnet sind , den Ausdruck BFG . CE. Man erhält also den obigen 
Ausdruck 

— A.(BFG.CE).D 
wm A .BFG . CE .D 

— AG.BF.CE.D, 

la nämlich B und F, also auch BF, dem A untergeordnet sind. Also 
«scheint auch das fortschreitende Produkt aus vier reinen Faktoren 
n der Form der Unterordnung , und es lässt sich schon übersehen, 
sie ganz auf dieselbe Weise folgt , dass überhaupt ein fortschreiten« 
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des Produkt aas beliebig vielen reinen Faktoren sieb auf die Form 
der Unterordnung bringen lagst. Ist nun aber dies der Fall, so wird, 
da nach den Definitionen sich die Multiplikation überhaupt auf die 
fortschreitende Multiplikation reiner Grössen zurückfuhren lässt, 
dasselbe auch von beliebigen realen Produkten gelten , nämlich dass 
„jedes reale Produkt sich in Form der Unterordnung darstel- 
len laust. u 

Es reichen daher in der That die obigen Definitionen für das 
reale Produkt aus, und die Form der Unterordnung, als die einfachste, 
auf die sich das reale Produkt bringen lässt, bestimmt die Bedeutung 
desselben. 

§ 136. Es entsteht uns nun die Aufgabe, die verschiedenen 
Umgestaltungen , welche nach der bis hierher geführten Darstellung 
das eingewandte Produkt zulässt, in ein einfaches Hauptgesetz zu- 
sammenzufassen , auf welches wir dann in der Folge stets zurück- 
gehen können, wenn es sich um solche Umgestaltungen handelt. 
Wir brauchen , um dazu zu gelangen , nur die im vorigen Paragra- 
phen entwickelten Umgestaltungen weiter fortzufuhren und in Worte 
zu kleiden. Es ergab sich dort, dass 

A.B.CDE = AE.BD.C 

sei, wenn B dem A untergeordnet ist , C das System darstellt , was 
CDE mit B , also auch mit A gemeinschaftlich hat, und CD das Sy- 
stem darstellt , was CDE mit A gemeinschaftlich hat , und überdies 
die Art der Multiplikation so angenommen ist , dass sie unter die- 
sen Voraussetzungen einen geltenden realen Werth liefert. Unter 
denselben Voraussetzungen ergiebt sich nämlich auch 

EDC.B.A^EA.DB.C. 
Denn 

EDC.B.A«=(EDC.B).A 

— (EDB.C).A; 

und da EDB . C in der Form der Unterordnung erscheint , so multi- 
plicirt man es (nach § 134) mit A, indem man C mit A multiplicirt ; 
da C dem A untergeordnet ist , so ist hier nach § 133 die Ordnung 
gleichgültig ; man erhält also den zuletzt gefundenen Ausdruck 

— EDB.(A.C); 

da wieder A.C auf die Form der Unterordnung gebracht ist, so 
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kann man hier mit A und C fortschreitend multipliciren , und erhält 
den letzten Ausdruck 

— EA.DB.C. 
Auf dieselbe Form nun führt der Ausdruck 

EDC.A.B oder EDC . (A . B) 
zurück ; nämlich da EDC . A gleich E A . DG ist , so hat man jenen 
Ausdruck 

EDC.A.B — EA.DC.B 
— EA.DB.C. 
Daraus folgt also , dass man in ' einem Produkte von realem 
gehenden Werthe mit zwei einander eingeordneten*) Faktoren 
fortschreitend in beliebiger Ordnung multipliciren, oder auch mit 
ihrem Produkte auf einmal multipliciren darf. Wenn c , d , e die 
Stuffenzahlen von C , D , E sind, so ist hier angenommen (s. den vo- 
rigen §) , dass EDC von A im (c -|- d) ten Grade von B im c-tan 
Grade abhänge, und da in beiden Produkten 

EDC.A.B und EDC. B.A 
die Multiplikationsweise als eine reale von geltendem Werthe ange- 
nommen ist , wenn der so eben bezeichnete Grad der Abhängigkeit 
stattfindet, so wird jedes von beiden Produkten dann aber auch 
nur dann null werden, wenn der Grad der Abhängigkeit wächst, 
also wird , wenn eins dieser Produkte null wird , auch das andere 
null werden müssen. Somit bleibt das angefahrte Gesetz auch ba- 
stenen , wenn das Produkt nur als ein reales aufgefasst ist, und da 
es sich von 2 einander eingeordneten Faktoren unmittelbar auf 
mehrere übertragen lässt, so haben wir den Satz : 

„Statt mit einem Produkte von einander eingeordneten Fakto- 
ren zu multiplieiren kann man mit den einzelnen Faktoren 
fortschreitend multipliciren und zwar in beliebiger Ordnung. tt 
Hierbei haben wir die Multiplikationsweisen so angenommen, 
dass das Produkt bei demselben Abhängigkeitsverhältniss in allen 
diesen Formen gleichzeitig als real erscheint. Dies Gesetz drückt 
somit eine Erweiterung des zweiten Theils der Definition (§ 134) 
aus, dass man, statt mit einem Produkt, welches ra Form der 



*) ffjpi^r eingeordnete Grossem nennen wir solche , von denen die 
eine der andern untergeordnet ist 
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Unterordnung erscheint, mit den Faktoren desselben fortsehreiftend 
multipliciren darf. Das Gesetz, was den ersten Thaü der Definition 
(§ 134) verallgemeinert, nämlich dass man ein Produkt aus ein- 
ander eingeordneten Faktoren mit einer Grösse muhiptiairt , indem 
man den letzten Faktor mit derselben multiplicirt , ergiebt sich 
leicht auf ähnliche Weise, wie das obige Gesetz, ist aber von ge- 
ringerer Bedeutung. Uebrigens ist klar, dass in dem obigen Gesete 
zugleich das Gesetz über den mittleren Faktor in § 132 liegt; 
nämlich 

BA.AC — BAC.A, 
indem man, statt B fortschreitend mit A und dem ihm übergeordneten 
AG zu multipliciren , auch in umgekehrter Folge multipliciren dar£> 
§ 137. Wir verlassen den allgemeinen Begriff des einge- 
wandten Produktes und beschränken die Betrachtung auf den Fall, 
dass die Multiplikation sieh stets auf dasselbe Hauptsystem beziehe. 
Da nun ein jedes solches Produkt nach § 132, wenn es auf die Form 
der Unterordnung gebracht ist, als ersten Faktor entweder noth wendig 
eine das Hauptsystem darstellende Grösse hat, oder doch in dieser 
Form dargestellt werden kann, so folgt, dass, wenn man auf ein Pro* 
dukt aus mehreren Faktoren, welches sich auf dasselbe Hauptsyitoai 
besieht , das in § 136 mitgetheilte Verfahren anwendet, das Produkt 
sieh auf die Form bringen läset , dass alle Faktoren mit Ausnahme 
des lotsten das Hauptsystem darstellen.*) Bringen wir alle jene 
vorangehenden Faktoren, welche das Hauptsystem darstellen, durch 
Anwendung der allgemeinen multiplikativen Formänderung auf den* 
selben Grössenwerth, und fassen diesen Werth als Hauptmass auf, so 
können wir dann den letzten Faktor , wie es in § 132 schon in Be- 
eng auf zwei Faktoren festgestellt ist, „den eigentümlichen (spe- 
cinechen) Werth oder Faktor jener Produktgrösse in Besag auf dies 



*) Es sei z. B. H. A . B dies Produkt, in welchem H das Hauptsystem 
darstelle , indem nämlich das Produkt der beiden ersten Faktor«» sehen auf 
die verlangte Form gebracht ist; man sei B— CD, wo im Falle, das« das 
ganze Produkt geltenden Werth habe, AD das Hauptsystem darstelle. Dana 
ist jenes ganze Produkt gleich H . AD . C , was die verlangte Form hat. Ist 
das ganze Produkt null , so kann man die ersten Faktoren beliebig setzen, 
wenn nur der letste null ist ; also kann aueh dann das Produkt auf die ver- 
langte Form gebracht werden. 
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Hauptmast" und da* System desselben „das eigentümliche Syriern tf 
der Preduhtgrösse nennen, und die Stafenaahl dieses Systems ab 
Stufenzahl jener Produktgrösse selbst auffassen. Wir können ferner 
«He Grössen, welefce durch eingewandte Multiplikation retner Grossen 
(s. § 135) hervorgellen , Beziehungsgrtiesen nennen , weil sie nur in 
ihrer Besiehung auf ein System oder ein Mass eine einfache Be- 
deutung- gewinnen. Als eigentümlicher Werth einer reinen Grösse 
erscheint natürlich diese Grösse selbst. Es gilt auch noch das, was 
wir in §» 128 über die Bezeichnung der Multiplikation bei zwei Fak- 
toren sagten , dass es nämlich , wenn einmal das Hauptsystem als Be- 
ziehungssystem feststehe, als überflüssig erscheine, die äussere Multi- 
plikation von- der eingewandten oder die Terechiedenen Grade der 
letzteren durch die Bezeichnung au unterscheiden.*) Dagegen tritt 
hier ein neuer Unterschied hervor, nämlich der zwischen reinen 
unel gemischten Produkten. Nämlich reine Produkte nenne ick 
selche , deren Faktoren fortschreitend stets durch dieselbe Art de* 
Multiplikation verknüpft sind, d. h. entweder nur durch äussere Mul- 
tiplikation (äussere Produkte), oder nur durch eingewandte auf 
ein und dasselbe System bezügliche (reine eingewandte Produkte); 
gemischte hingegen nenne ich solche , deren Faktoren fortschreitend 
entweder durch beiderlei Arten der Multiplikation (äussere und ein- 
gewandte) verknüpft sind , oder zwar bloss durch eingewandte aber 
auf verschiedene Systeme bezügliche. Da die reinen und die ge- 
unechten Produkte verschiedenen Gesetzen unterliegen, so ist ihre 
Unterscheidung sehr wichtig; und obgleich eine Unterscheidung durah 
die Bezeichnung nicht noth wendig ist , indem durch die Stufenzahlem 
der Faktoren, wenn das Hauptsystem als Beziehungssystem feststeht, 
euch sehen immer bestimmt ist, ob das Produkt ein reines oder ge- 
mischtes sei , so erscheint eine solche Unterscheidung doch in vielen 

*) Ganz anders wurde dies bei der allgemeinen realen Multiplikation 
sein, indem bei ihr die verschiedenen Grade der Abhängigkeit zwischen den 
einzelnen Faktoren festgestellt werden müssten, bei denen das Produkt noch 
einen gehenden Werth hätte. Das Produkt aus mehreten Faktoren würde 
dann seiner Art nach durch eine Beine von Zahlen bestimmt sein« welche 
Jene Abhängigkeitsgrade darstellten ; diese Bestimmung würde also eine zu- 
sammengesetzte sein, und nicht mehr einen einfachen Begriff darstellen. Und 
dies ist der Grund , weshalb wir diesen allgemeinen Fall hier übergangen 
haben. 
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Fällen als sehr bequem. Ich will mich daher in solchen Fällen der 
Punkte bedienen , um durch sie die Faktoren des reinen Produktes 
von einander abzusondern, und will daher festsetzen, dass, wo Punkte 
zur Bezeichnung der Multiplikation angewandt werden , dann auch 
stets, wenn sie gar keiner oder derselben Klammer eingeordnet sind, 
durch sie Faktoren eines reinen Produktes von einander abgesondert 
werden, wobei dann ein Produkt von unmittelbar zusammenge- 
schriebenen Grössen in Bezug auf diese Punkte jedesmal als Ein 
Faktor erscheint ; z. B. bedeutet AB . CD . EF ein reines Produkt, 
dessen Faktoren AB, CD, EF sind. 

§ 138. Wir können nun die in § 133 für zwei Faktoren er- 
wiesenen Sätze auch auf mehrere Faktoren übertragen. Zuerst was 
die Vertauschung betrifft, so zeigt sich, dass auch bei mehreren 
Faktoren die Stellung eines Faktors , der das Beziehungssystem dar- 
stellt , ganz gleichgültig ist ; und daraus folgt dann überhaupt , dass 
man , um zwei Produktgrössen zu multipliciren , nur ihre eigentüm- 
lichen Werthe in Bezug auf irgend ein Hauptmaas zu multipliciren, 
und diesem Produkte das Hauptmass so oft als Faktor hinzuzufügen 
hat , als es in beiden Grössen zusammengenommen als Faktor vor- 
kommt ; z. B. ist H m A . H B B, wo H das Hauptmass darstellt, gleich 
H m H n A . B oder gleich H^« A . B. Hierin liegt dann , dass zwei 
Produktgrössen, welche als Faktoren zusammentreten, gleichfalls mit 
oder ohne Zeichenwechsel vertauschbar sind , je nachdem ihre Er- 
gänzzahlen beide zugleich ungerade sind oder nicht. Die folgenden 
Sätze jenes Paragraphen können wir nur auf reine eingewandte 
Produkte übertragen. Da nämlich bei zwei Faktoren eines einge- 
wandten Produktes von geltendem Werthe , die Ergänzzahl des Pro- 
duktes die Summe ist aus den Ergänzzahlen der Faktoren, so bleibt 
dies Gesetz bestehen, wenn zu diesem eingewandten Produkte wieder 
ein eingewandter Faktor hinzutritt und das Produkt wieder geltenden 
Werth behält; es ist dann die Ergänzzahl des Gesammtproduktes, 
wie sogleich durch zweimalige Anwendung des für 2 Faktoren be- 
wiesenen Gesetzes einleuchtet, die Summe aus den Ergänzzahlen der 
Faktoren und so fort für beliebig viele Faktoren. Da überdies das 
Produkt zweier Faktoren dann und nur dann als eingewandtes er- 
scheint , wenn die Summe der beiden Stufenzahlen grösser , d. h. die 
die Summe der Ergänzzahlen kleiner ist als die Stufenzahl des Haupt- 
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Systems, so wird auch das geltende Produkt aus drei und mehr Faktoren 
dann und nur dann als reines eingewandtes erscheinen, wenn die 
Summe der Ergänzzahlen stets kleiner bleibt als die Stufenzahl des 
Hauptsystems , d. h. wenn die Summe aller Ergänzzahlen der Fak- 
toren noch kleiner bleibt als die Stufenzahl des Hauptsystems. Um 
endlich auch den Satz aus § 133 über das Nullwerden hier zu über- 
tragen, erinnern wir daran, dass die Summe der Ergänzzahlen zweier 
Grössen, welche das Beziehungssystem als näehstumfassendes System 
haben, und also als Produkt einen geltenden Werth darbieten, gleich 
der Ergänzzahl ihres gemeinschaftlichen Systemes ist; dass aber, 
wenn das nächstumfassende System niedriger ist als das Beziehungs- 
system , und das Produkt also null ist , die Stufenzahl des gemein- 
schaftlichen Systems grösser, seine Ergänzzahl also kleiner wird, als 
die Summe der zu den Faktoren gehörigen Ergänzzahlen. Tritt 
nun ein Faktor hinzu, so ist das gemeinschaftliche System aller Fak- 
toren dasjenige , was der hinzutretende Faktor mit dem allen vorher- 
gehenden Faktoren gemeinschaftlichen Systeme selbst wieder gemein- 
schaftlich hat. Es wird also, sobald das gesammte Produkt geltenden 
Werth behält , die Summe aller Ergänzzahlen gleich der Ergänzzahl 
des den sämmtlichen Faktoren gemeinschaftlichen Systemes sein; 
wenn aber durch irgend einen Faktor , welcher hinzutritt, das Pro- 
dukt null wird, ohne dass der hinzutretende Faktor selbst null ist, so 
wird dort die Ergänzzahl des gemeinschaftlichen Systemes kleiner 
werden, und somit auch, wenn noch neue Faktoren hinzutreten, 
kleiner bleiben als die jedesmalige Summe aus den Ergänzzahlen 
der Faktoren. Es wird also ein reines eingewandtes Produkt, 
dessen Faktoren geltende Werthe haben , dann und nur dann null 
werden, wenn die Ergänzzahl des allen Faktoren gemeinschaftlichen 
■Systems kleiner ist als die Summe der Ergänzzählen der Faktoren. 
Auch liegt in der Art der Beweisführung , dass der eigentümliche 
Werth eines solchen Produktes , wenn es nicht null ist , das den 
sämmtlichen Faktoren gemeinschaftliche System darstellt. Fassen 
wir nun die über die Ergänzzahlen aufgestellten Gesetze zusammen 
und schlie8sen die entsprechenden Gesetze über die Stufenzahlen 
Äusserer Produkte mit hinein, so erhalten wir den Satz : 

„Ein Produkt aus beliebig vielen Faktoren von geltenden 
Werthen ist ein reines, wenn entweder die Stufenzahlen oder die 
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Ergänzzahien der Faktoren awaammejigepommen kleiner and 
als die Stufenzahl desHariptsyBtema, und zwar im enteren Falle 
ein äussere«, im letzteren ein eingewandtes, hingegen ein ge- 
mischtet , wenn keine von beiden der Fell ist. Das reine Pro- 
dukt ist nnU im ersten Falle, wenn die Stafaszahlen der Faktoren 
zusammengenommen grösser sind als die Stnfensahl des die Fak- 
toren zunächst umfassenden Systeme« , im letzteren , wenn die 
Ergänzzahlen der Faktoren zusammengenommen grösser sind 
als die Ergänzzahl des den Faktoren gemeinschaftliehen 
Systeme«. Wenn das reine Produkt einen geltenden Werth hat, 
so stellt der eigenthtimliche Werth desselben im ersten Falle 
das nttchstumfasende, im letzteren das gemeinschaftliche System 
dar ; und im enteren Falle ist die Stufenzahl desselben die 
Summe aus den Stufenzahlen der Faktoren, im letzteren äst 
seine Ergänzzahl die Summe aus den Ergänzzahlen der 
Faktoren." 

§ 139. Wir schreiten nun zu dem multipHkativen Zusammen- 
fasBung8gesetz, d. h. wir untersuchen, ob und m welchem Umfange 

PQR — P(QR) 
gesetzt werden könne. Schon aus dem Satze in § 1S6 geht hervor, 
dass fttr das gemischte Produkt dreier Faktoren jenes Gesetz im All- 
gemeinen nicht gelte *) ; hingegen wollen wir zeigen, dass dasselbe 
für das reine Produkt im allgemeinsten Sinne gelte, dass also nach 
der in § 137 eingeführten Bezeichnung allemal 

P.Q.R— P.(Q.K) 
sei. Zunächst leuchtet ein, dass, wenn die Gültigkeit diesen Ge- 
setze« nachgewiesen ist für den Fall , dass P , Q , R reine Grössen 
sind, sie damit auch zugleich für den Fall, dass dieselben sämztt- 
lich -oder zum Theil Beaiehungsgrössen sind, nachgewiesen sei 
Denn nach dem vorigen Paragraphen hat man Beziehungsgrössen 
so mit einander zu multipliciren , dass man ihre eigenthümliehen 
Werthe in Bezug auf ein und dasselbe Haoptmass mit einander 



*) Allerding« können Fälle aufgeführt werden, in welchen vermittelst 
de« Satze« in § 136 unser Gesetz auch dann noch seine Anwendung findet; 
allein diese Fälle sind so vereinzelt, die Bedingungen, unter denen sie ein- 
treten, «oitusammengesetct, dsss aus ihrer Aufzählung der Wissenschaft kein 
▼srthell erwächst. 
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und dem Produkte, gleichviel auf welcher -Stelle, «o oft 
das Hauptmass als Faktor hinzufügt, als et in beiden Grössen zu- 
sammen ak Faktor enthalten war. Da man hiernach also in einem 
Produkte überhaupt jeden Faktor, der da« ffiauptmass darstellt, auf 
eine beliebige Stelle setzen und beliebig aus einer Klammer heraus 
oder in eine solche hineinrücken kann, so folgt, dass jenes Gesetz, 
wenn es für reine Grössen gilt, cb auch für Beziehimgsgrössen, also 
allgemein gelte. Nun gilt es zunächst nach den Gesetzen der 
äusseren Multiplikation für äussere Produkte reiner Grössen , also 
auch für äussere Produkte überhaupt. Es bleibt also nur zu be- 
weisen übrig, dass es auch für das reine eingewandte Produkt reiner 
Grössen gelte. In diesem Falle kommt es darauf an zu zeigen, dass 
P, Q, R, wenn das eingewandte Produkt einen geltenden Werth bat, 
sich in den Formen ABC, ABD, ADC, darstellen lassen, so dass 
zugleich ABCD das Hauptsystem darstellt. ' Es seien die Ergänz- 
zahlen der Grössen P, Q, R beziehlich d, c, b, so ist die Ergänzzahl 
des Produktes oder des den drei Faktoren gemeinschaftlichen Systemes 
A nach § 138 (am Schlüsse) gleich der Summe jener Zahlen, also 
gleich b -j- c -j- d ; und ist also a die Stufenzahl jenes gemeinschaft- 
lichen Systemes, so ist die des Hauptsystemes gleich a-J-b-f-c-f-d. 
Zwei der Faktoren, z. B. P und Q, werden nach demselben Satze 
ein System gemeinschaftlich haben, dessen Ergänzzahl die Summe 
ist aus den Ergänzzahlen jener Faktoren, also hier gleich e-j-d ist; 
also Ist die Stufenzahl dieses gemeinschaftlichen Systemes gleich 
a-f-b ; es wird somit dies System durch ein Produkt AB dargestellt 
werden können, in welchem B von b-ter Stufe und von A unabhängig 
ist. Ebenso wird das dem P und R gemeinschaftliche System von 
(a 4~ € )~ter Stufe sein, und also eine von A unabhängige Grösse c-ter 
Stufe C in sich fassen. Und zwar muss dann C von AB unabhängig 
sein ; denn wäre es davon abhängig, d. h. hätte C mit AB irgend euie 
Grösse gemeinschaftlich, so würden die drei Faktoren P, <J, R diese 
Grösse, also eine von A unabhängige Grösse, gemeinschaftlich ent- 
halten, was mit der Annahme streitet. Somit sind nun der Grösse 
P drei von einander unabhängige Grössen A, B, C untergeordnet, 
also auch ihr Produkt ABG. Es muss sich daher P als Produkt 
darstellen lassen, dessen einer Faktor ABC ist; daP aber selbst 
von (a-{-b+c)-ter Stufe ist, so wird der andere Faktor, den P 
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ausser ABC enthält, von nullter Stufe, d. h. eine blosse Zahlengrösse 
sein, also P sich als Vielfaches von ABC darstellen lassen. Q und R 
endlich werden ans demselben Grande einen von A unabhängigen 
Faktor D gemeinschaftlich haben, und so werden sich die Grössen 
F, Q, R beaiehlich als Vielfache von ABC, ABD und ADC dar- 
stellen lassen ; ja da für die Grössen A, B, C, D nur die Systeme, 
welche durch sie dargestellt werden, bestimmt sind, sie selbst also 
beliebig gross angenommen werden können, so wird man dieselben, 
wie leicht au sehen ist, auch so annehmen können, dass die Grössen 
P, Q, R jenen Werthen gleich sind, also 

P.Q.R = ABC.ABD.ADC 

ist. Da das ganze Produkt, wie wir voraussetzten, einen geltenden 
Werth haben soll, also auch z. B. das Produkt ABC . ABD, so muss 
hier das nächsturafassende System, also ABCD, zugleich das Be- 
ziehungssystem sein. Es ist daher dies Produkt gleich ABCD . AB ; 
also der ganze Ausdruck 

= ABCD. AB. ADC 

— ABCD . ABDC . A. 

Auf dieselbe Form nun lässt sich das andere Produkt P.(Q.B) 
bringen ; denn Q . R oder ABD . ADC ist gleich ABDC . AD, also 

P . (Q . R) = ABC . (ABDC . AD). 

Da nun ABDC das Hauptsystem darstellt, so können wir nach § 138 
die eigentümlichen Werthe unter sich multipliciren und ABDC als 
Faktor hinzufügen. Wir erhalten aber ABC . AD gleich ABCD . A, 
also ist der obige Ausdruck 

— ABCD. ABDC. A. 

Da also die beiden Produkte P.Q.R und P.(Q.R) demselben 
Ausdrucke gleich sind, so sind sie auch unter sich gleich. Wir 
nahmen bei dieser Beweisführung an, dass die Produkte einen gelten- 
den Werth hatten. Nun können sie aber auch nur gleichzeitig 
null werden, weil nach § 188 das Nullwerden dann und nur dann 
eintritt, wenn das den Faktoren gemeinschaftliche System von höherer 
Stufe ist, als die Summe der Ergänzzahlen beträgt, und dies bei 
beiden Produkten nur gleichzeitig eintreten kann. Also bleibt auch 
für diesen Fall die Gleichheit beider Produkte bestehen. Das Gesets 
gilt daher allgemein für reine Grössen, also muss es nun auch, wie 
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wir oben sahen, für Beziffrungsgrössen gelten; so das* allgemein fittr 
die reine Multiplikation überhaupt 

P.Q.B — P.(Q.B) 
ist. Da nun endlieh das Zusainmeiifassungsgesetz, wenn es für. drei 
Faktoren gilt, aueh für beliebig viele gelten muss (§ 3), so ergiebt 
sich der allgemeine Satz : 

„Die Faktoren eines reinen Produktes lassen sich beliebig zu- 
sammenfassen. a 

§ 140. Für die Addition der Beziehungsgröasen bietet sich 
das allgemeine multiplikative Beziehungsgesetz als begriffsbestimmend 
dar. Man hat dann nur beide auf die Form der Unterordnung zu 
bringen. • Auf diese Form gebracht , erscheinen dann beide' als* 
sammirhar, wenn einestheils das Haoptmass in beiden gleicbvielmal 
als Faktor erscheint, und anderntheils die Grössen selbst eine gleiche 
Srufenzahl haben ; und zwar werden sie dann addirt, indem man die 
eigenthümlichen Werthe addirt, und der Summe das Hauptmass so 
oft als Faktor hinzufügt, als es in jedem der Produkte als Faktor 
enthalten war*). Das allgemeine Beziehungsgesetz ist, daäs 

P.(Q+R) — P.Q + P.B, 
und 

(Q + R).P — Q.P + R.P 
sei. Die Gültigkeit desselben haben wir zunächst nur für den Faul 
nachzuweisen, dass die Grössen P, Q, R reine sind; indem daW 
Hinzutreten beliebiger Faktoren, die das Hauptmass darstellen, aut 
welches sich die Grössen beziehen, nichts ändern kann. Wir nehmen' 
daher zuerst an, P, Q, R seien reine Grössen. Es sei, um die Stücke 
der Summe 

P.Q+P.R 
auf die Form der Unterordnung zu bringen, Q — AB, wo A dem 
P untergeordnet ist, PB aber das Hauptsystem darstellt, auf welches 
sieh die Multiplikation bezieht, und gleich H gesetzt werden mag, 
und eben so sei B — CD, wo C dem P untergeordnet ist und PD daä 
Hauptsystem darstellt. Da hier D beliebig gross angenommen wer- 



*) Diese Bestimmung dient eben als Definition, indem wir anter der 
Summe zweier Beziehungsgrössen die auf die angegebene Weise gebildete 
Summe verstehen. 
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den kann (indem G dann nur im umgekehrten Verhältnisse wie D 
geändert werden muss), so kann man es so annehmen, dass 

PD — PB — H 
wird. Dann ist 

P.Q-fP.R — HA-fHC — H(A-f C), 
letzteres nach der Definition. Auf dieselbe Form nun können wir 
auch P . (Q-j-R) bringen. Nämlich da PD gleich PB ist, so folgt, 
dass D auch gleich B plus einer von P abhängigen Grösse, die wir 
K nennen wollen, gesetzt werden könne ; somit ist R, was gleich CD 
gesetzt war, gleich C (B -f- K), oder gleich CB -+- CK. Also ist 

P.(Q-fR) — P.(AB-fCB + CK). 
Da hier K von P abhängig ist, CK also von P in einem höheren 
Grade abhängt als CB, so kann ai mit P kein geltendes Produkt 
liefern, kann also nach § 126 weggelassen werden. Es ist also der 
obige Ausdruck 

— P.(AB + CB) 

= P.(A + C)B. 

Da hier A und C, also auch (A-f-C) dem P untergeordnet sind, PB 

aber oder H das Hauptsystem darstellt, so ist der letzte Ausdruck 

wieder 

— H(A + C). 
Also sind die beiden zu vergleichenden Ausdrücke P.(Q-f-R) und 
P.Q-j-P.R demselben dritten Ausdrucke gleich, also auch beide 
unter sich gleich. Kommt nun ferner zu P das Haupünass mehrmals, 
etwa m mal, als Faktor hinzu, und eben so auch zu Q und R, zu 
den letzteren aber gleichvielmal, damit sie summirbar bleiben, etwa 
n mal ; so ist das so gut, als käme H zu jedem von den beiden Aus* 
drücken (m -f- n) mal als Faktor hinzu, also bleiben sie gleich, wenn 
sie es vorher waren. Da nun endlich dasselbe sich auch von den 
beiden Ausdrücken (Q-f R).P und Q.P + R.P sagen lässt, so 
folgt, dass das multiplikative Beziehungsgesetz auch für diese neuen 
Arten der Addition und Multiplikation ganz allgemein gilt. Somit 
gelten nun auch alle Gesetze, die darauf gegründet sind, d. h. 

„Alle Gesetze, welche die Beziehung der Multiplikation und 
Division zur Addition und Subtraktion ausdrücken, gelten noch 
immer allgemein für jede Art der Addition und Multiplikation 
die bisher festgestellt ist." 
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§ 141. Für die Division*) ergiebt sich sogleich, das« sie nur 
dann real ist, wenn Divisor und Dividend einander eingeordnet sind, 
<L h. wenn entweder der Divisor dem Dividend untergeordnet ist, 
oder dieser jenem. Im enteren Falle ist die Division eine äussere, 
im letzteren eine eingewandte; wenn daher beide Fälle zugleich 
eintreten, d. h. wenn Divisor und Dividend einander gleichartig 
sind, so kann die Division sowohl als äussere, wie auch als einge- 
wandte aufgefasst werden. Und zwar gelten diese Bestimmungen 
nicht nur, wenn die zu verknüpfenden Grössen reine Grössen, sondern 
auch wenn sie Beziehungsgrössen sind. In dem letzteren Falle 
kommt es dann darauf an, dass die eigentümlichen Werthe m der 
angegebenen Besiehung stehen, während das HauptsyBtem, auf welches 
sieh beide Grössen beziehen, dasselbe ist. Hierbei kann dann der 
Fall eintreten, dass das Hauptmass im Divisor öfter als im Dividend 
als Faktor vorkommt; der Quotient erseheint dann als eine reine 
Grösse, welche mehrmals durch das Hauptmass dividirt ist, oder 
welche mit einer Potenz des Hauptmasses multiplicirt ist, deren 
Exponent negativ ist. Wir fassen daher auch diese neue Grösse 
als Beziehungsgrösse auf, und nennen den Exponenten derjenigen 
Potenz des Hauptmasses, mit welcher der eigentümliche Werth 
einer Beziehungsgrösse durch Multiplikation verbunden ist, den Grad 
der Beziehungsgrösse. Es ist somit die neue Grösse eine Beziehungs- 
grösse, deren Grad negativ ist, während der Grad der vorher be- 
trachteten positiv war, und auch die reine Grösse kann nun als 
Beziehungsgrösse nullten Grades aufgefasst werden. Hierbei muss 
ich noch bemerken, dass die Grössen nullter Stufe, und die das 
Hauptsytem darstellenden Grössen, d. h. die Grössen o-ter und h-ter 
Stufe (wenn h die Stufenzahl des Hauptsystems ist) auf eine zwie- 
fache Weise aufgefasst werden können. Nämlich „eine Grösse 
nullter Stufe und n-ten Grades kann als Grösse h-ter Stufe und 
(n — l)ten Grades aufgefasst werden", indem man den eigentümlichen 
Werth jener Grösse, welcher eine blosse Zahlengrösse ist, mh einem 
der Faktoren, welche das Hauptmass darstellen, multiplicirt denkt, 
und dies Produkt als eigentümlichen Werth jener Grösse aufiasst, 
wodurch natürlich der Grad derselben um 1 abnimmt. Eben so 



*) Vergleiche die Anmerkungen sn Seite 7 und 12. (1877.) 
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kann umgekehrt „jede Grösse h-ter Stufe und n-ten Grades als Grösse 
nullter Stufe und (n-f-l)ten Grades aufgefaast werden." Im All- 
gemeinen wollen wir es vorziehen, eine solche Grösse als Grösse 
null-ter Stufe zu betrachten. — Es kommt uns nun darauf an, die 
Eindeutigkeit des Quotienten zu untersuchen. Es sei au dem Ende 
A der Dividend, B der Divisor als erster Faktor, C ein Werth des 
Quotienten, so dass 

B.C — A 

ist, und der Quotient in der Form — erscheint. Jeder Werth nun. 

B. 

welcher statt G gesetzt jener Gleichung genügt, wird auch als ein 

besonderer Werth dieses Quotienten aufgefasst werden können. Jeder 

solche Werth wird aus dem Werthe G durch Addition erzeugt werden 

können , und zwar muss dann das zu C hinzuaddirte Stück mit B 

multiplicirt null geben, wenn das Produkt gleich A bleiben soll, und 

jedes solche hinzuaddirte Stück wird auch das Produkt gleich A 

lassen ; nun können wir ein solches Stück, was mit B multiplicirt 

giebt, allgemein mit — bezeichnen, und daher sagen, wenn C ein 

13 

besonderer Werth des Quotienten ist, und B der Divisor, so sei der 

vollständige Werth des Quotienten gleich 

°+f 

wie wir dies schon fftr die äussere Division in § 62 dargethan haben. 

Doch müssen wir hierbei stete festhalten, dass hier unter — zugleich 

B 

eine mit C addirbare Grösse verstanden sein muss, d. h. eine Grösse, 

welche mit C von gleicher Stufe und gleichem Grade ist. Es wird 

also der Quotient eindeutig sein , wenn unter dieser Voraussetzung 


— jedesmal ist, d. h. es keine andere Grösse dieser Art X giebt, 



mit B multiplicirt null giebt , als null selbst. Da das Produkt 
einer Grösse nullter Stufe, welche selbst nicht null ist, oder einer 
Grosse, die das Haupte ystem darstellt, jedesmal einen geltenden 
Werth liefert, wenn der andere Faktor einen geltenden Werth hat, 
so folgt, dass wenn B einen geltenden Werth hat und zugleich ent- 
<^ weder B seihet oder auch X eine Grösse nullter oder h-ter Stufe ist, 
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allemal X null sein müsse, wenn B . X null sein soll. Es wird also 
auch in diesem Falle der Qnotient eindeutig sein. Aber auch in 
keinem andern. Denn wenn beide Grössen B und X von mittlerer 
Stufe sind, d. h. wenn ihre Stufenzahlen zwischen und h liegen, 
so wird X, ohne dass es null wird, stets so angenommen werden 
kOnnen, dass B und X von einander abhängig sind, und ihr nächst- 
umfassendes System doch nicht das Haupts ystem selbst ist ; es wird 
also alsdann nach § 128 einen geltenden Werth für X geben, dessen 
Produkt mit B null giebt, d. h. es wird dann der Quotient nicht ein- 
deutig sein. Ist der Divisor null, so wird, da null mit jeder Grösse, 
die wir bisher kennen gelernt haben, zum Produkte verknüpft null 
giebt, auch der Dividend null sein müssen, wenn der Quotient eine 
der bisher entwickelten Grössen sein soll* und zwar wird dann jede 
dieser Grössen als ein besonderer Werth des Quotienten aufgefasst 
werden können. Ist der Dividend aber eine Grösse von geltendem 
Werthe, während der Divisor null ist, so erscheint der Quotient als 
eine Grösse von ganz neuer Gattung, die wir als unendliche Grösse 
bezeichnen können, während die bisher betrachteten als endliche er- 
schienen. Fassen wir nun die so eben gewonnenen Ergebnisse zu- 
sammen, indem wir zugleich bedenken, dass wenn C von O-ter oder 
n-ter Stufe ist, Dividend und Divisor gleichartig sind ; so gelangen 
wir zu dem Satze : 

„Der Quotient stellt dann und nur dann einen einsigen, end- 
lichen Werth dar, wenn der Divisor von geltendem Werthe 
ist, und zugleich entweder selbst als Grösse null-ter Stufe dar- 
gestellt werden kann*), oder dem Dividend gleichartig ist. 
Sind Dividend und Divisor null , so ist der Quotient jede be- 
liebige endliche Grösse. Ist der Divisor null, der Dividend 
nicht, so ist der Quotient unendlich. In jedem andern Falle, 
d. h. wenn der Divisor nicht null ist und zugleich Divisor und 
■ Quotient beide von mittlerer Stufe sind, ist der Quotient nur 
partiell bestimmt, und zwar erhält man dann aus einem besondern 
Werthe des Quotienten den allgemeinen, indem man den all- 
gemeinen Ausdruck einer Grösse, die mit dem Divisor multiplicirt 
null giebt, hinzuaddirt." 

*) Denn auch die Grösse n-ter Stufe kann, wie wir oben sahen, als 
Grösse nuD-ter 8fafe dargestellt werden. 
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Ein besonderes Interesse gewähren hier noch solche Ausdrücke! 
deren Dividend die Einheit ist, während der Divisor eine Grtee Ten 

geltender Stufe darstellt, z. B. der Quotient — . Ist hier abcd oder 

Sil 

H das Hauptmass, so ist 

wo — jede von ab abhängige Grösse zweiter Stufe darstellt. 
.ab 

§ 142. Um die Analogie zwischen der äusseren Multiplikation 
und der reinen eingewandten Multiplikation zu Teilenden , bleibt uns 
noeh eine Betrachtung übrig, dämlich es liessen sich bei der äusseren 
Multiplikation alle Grossen höherer Stufen als Produkte der Grössen 
erster Stufe darstellen, und die Gesetze ihrer Verknüpfung lieetea sieh 
aus den Verknüpfungsgesetzen für Grössen erster Stufe auf rein 
formelle Weise ableiten. Den Grössen erster Stufe entspreche« mach 
§ 138 beider eingewandten Multiplikation Grössen) deren Ergänzsahl 
eins ist, d. h. Grössen (h — l)-ter Stufe, wenn das Bemehungssystem 
für alle Grössen und Produkte dasselbe , und zwar ein System Ten 
h-ter Stufe ist. Durch ihre Multiplikation entstehen nach § 188 
Grössen, deren Ergänzzahlen die Einheit übertreffen, d. h. also deren 
Stufenzahlen kleiner sind als (h — 1). Es kommt daher, um die voll- 
ständige Analogie nachzuweisen , nur darauf an , die Analogie der 
Gesetze für diese Grössen erster und (h — l)-ter Stufe danruthun. 
Die Identität dieser Gesetze , sofern sie nur die allgemeinen Ver- 
knüpfungsgesetze der Tier Grundrechnungen (Addition , Subtraktion, 
Multiplikation , Division) darstellen, haben wir nachgewiesen« Auch 
haben wir gezeigt, dass die Gesetze der äusseren Multiplikation als 
solcher, sobald sie nur auf den Begriff der Stufenzahl und des ge- 
niemtchaftlichen Systemes zurückgehen, auch für die eingewandte 
auf ein festes Hauptsystem bezügliche Multiplikation gehen, wenn 
man statt des Begriffe der Stufenzahl den der Ergänzzahl , und statt 
des Begriffe des gemeinschaftlichen Systems den des nächstumfassen- 
den einführt und umgekehrt. Sofern daher der Begriff der Ab- 
hängigkeit, auf den alle besonderen Gesetze der äusseren Multiplikation, 
als auf ihre Wurzel , gegründet sind , durch den des gemeinschaft- 
lichen oder nächstumfassenden Systemes bestimmt ist, werden die 
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Gesetze der äusseren Multiplikation sieh auch auf die reine einge- 
wandte naeh jenem Prineip übertragen lassen. Aber -der Begriff 
der Abhängigkeit, welcher anesst bei Grossen erster Stufe hervortrat, 
wurde ursprünglich gaas anders bestimmt, und viele später ent- 
wickelten Gesetze gründen sieh auf diese ursprüngliche Bestimmung. 
Nämlich es wurde ursprünglich eine Grosse erster Stufe dann ab ab- 
hängig von einer Beihe solcher Grössen dargestellt, wenn sich jene 
ab Summe von Stücken ausdrücken lassen, welche diesen gleichartig 
sind, oder, wie wir es späterhin ausdrückten, wenn sieh jene, ab 
Vielfachensumme von diesen darstellen läset; und so nannten wir 
überhaupt mehrere Grössen erster Stufe von einander abhängig, wenn 
sieh eine derselben ab Vielfachensamme der übrigen darstellen lässt, 
und erst daraus folgte dann vermittelst des ursprünglichen Begrub 
des Systemen, daes n Grössen enter Stufe dann und nur dann von 
•einander abhängig sind, wenn sie von einem Systeme von niederer 
ab der n-ten Stufe umfksst werden , und vermittelst des Begriffe der 
äusseren Multiplikation, dass das Produkt abhängiger Grössen, aber 
«nah nur ein solches, null sei. Wir müssen daher an jener ur- 
sprünglichen Bestimmung auf unserm Gebiete das analoge suchen. 
Wenn zuerst in einem Systeme n-ter Stufe n Grössen enter Stufe 
gegeben waren, deren äusseres Produkt nicht null ist, so seigte sich, 
dass jede andere Grösse erster Stufe, die diesem Systeme angehört, 
atek ab Yielfeehensumnie jener ersteren darstellen läset. Der ana- 
loge Sata würde hier lauten : „ Wenn in einem Systeme n-ter Stufe 
n Grossen (n— l)*ter Stufe gegeben sind, deren eingewandtes auf jenes 
System bezügliche Produkt nicht null ist, so lässt sich jede andere 
Grösse (n — l)ter Stufe, welche diesem Systeme angehört, ab Viel- 
fachensumme der ersteren darstellen. u . Der Beweb dieses Satans 
ergiebt sich aus § 138. Nämlich nach dem angeführten Para- 
graphen werden je (n— -1) von den n Faktoren , welche die im Satae 
anagesprochene Beschaffenheit haben , ab gemeinschaftliches System 
enn System erster Stufe haben, während alle n Faktoren kein System 
vom; geltender Stufe gemeinschaftlich haben dürfen, wenn das Pro- 
<dukt .einen geltenden Werth haben soll. Es wird also im Ganaen 
& solcher Systeme erster Stufe geben, wovon immer je (n— 1) einein 
ider n Faktoren untergeordnet sind. Diese n Systeme erster Stufe 
aber von einander unabhängig sein; denn wäre eins derselben 
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von den Übrigen (n— 1) abhängig, so müsste es ra dem durch sie be- 
oedingten Systeme liegen (nach dem ursprünglichen Begriff» des 
Systems) ; es sind aber diese übrigen einem der n Faktoren unterge- 
ordnet, folglieb müsste auch jenes erste System diesem Faktor unter- 
geordnet sein; es ist aber jenes erste System das. den übrigen (n — 1) 
Faktoren gemeinschaftliche System, folglich würde dies System allen 
n Faktsren gemeinschaftlich sein, also das Produkt nach § 138 null 
.siein gegen die Voraussetzung. Es sind also in der Tkat jene n 
Systeme erster Stufe ron einander unabhängig. Nehmen wir mm 
■■ beliebige Grössen erster St an, welche diesen Systemen angeboren, 
-und also gleichfalls von einander unabhängig sind, so wird zuerst 
Jeder der gegebenen n Faktoren, da ihm (n — 1) jener Grossen erster 
Stufe untergeordnet sind, und er selbst von (n — l)-ter Stufe ist, sieh 
•als Vielfaches von dem äusseren Produkte jener Grössen darstellen 
lassen, ferner wird jede Grösse erster Stufe, welche dem Haupt* 
Systeme (n-ter Stufe) angehört, sieh als Vielfachen summe jener n 
Grössen erster Stufe, also auch jede Grösse (n — l)-ter Stufe, die 
jenem Hauptsysteme angehört , sich als äusseres Produkt aus (n— 1) 
sokhen Vielfachensummen darstellen lassen. Das Produkt dieser 
(n**-!) Vielfachensummen verwandelt sieh aber beim DurchntnM- 
plieiren in eine Vielfachensumme von äusseren Produkten zu (n— -1) 
Faktoren aus jenen n Grössen erster Stufe , folglich auch , da diese 
Produkte den n gegebenen Faktoren gleichartig sind , in eine Vist 
fachensumme dieser Faktoren. Wir haben also den oben ausge- 
sprochenen Satz bewiesen. Doch ist damit noch nicht unsere Aufgabe 
gelöst. Vielmehr beruhte das Wesen der äusseren Multiplikation 
als äusserer auf dem Satze, dass ein Produkt von Grössen erster 
Stufe dann und nur dann null sei , wenn sich eine derselben als Viel- 
fäehensumme der übrigen darstellen Hess; und ehe wir diesen Satz 
nicht auf unser Gebiet übertragen haben, ist die Analogie noch nicht 
vollständig. Dass ein Produkt von Grössen (n — l>ter Stufe dann 
allemal null sei, wenn eine derselben als Vielfachensumme der andern 
darstellbar ist , erhellt sogleich aus dem Gesetze des DurchmultiphV 
cirens, wenn man zugleich festhält , dass das Produkt zweier gleich- 
artiger Grössen (n — l)-ter Stufe null ist Um zu beweisen, dass 
das Produkt auch nur dann null sei , wenn sich einer der Faktoren 
als Vielfachensumme der andern darstellen liest, müssen wir zeigen, 
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dass , wenn au einem geltenden Produkt von m Faktoren (n — l)-ter 
Stufe in etnem Hauptaysteane n-tefr' Stufe ein Faktor derselben 
(a— l)*tea. Stufe hinzutritt, welcher das Produkt null macht, sieh 
dieser als YisMaehcnsuninie der ers ter en darstellen lässt Dass ein 
Produkt aus. mehr als n Faktoren dieser Art null wird, liegt schon 
in dem allgemeinen Satze § 188, ergiebt sieh aber auch schon so- 
gkaeh aus dem vorher bewiesenen Satze. Wenn ferner au n solchen 
Faktoren, deren Produkt einen geltenden Werth hat, ein Faktor der- 
selben Stufe hinzukommt, bo wird dieser einestheils das Produkt 
immer null machen, anderntheils sich als VieHachensumme jener n 
Faktoren darstellen lassen, wie wir oben zeigten. Es bleibt uns also, 
um. den Beweis unseres Satzes zu fahren, nur der Fall zu berück- 
sichtigen Übrig, dass die Anzahl der Faktoren (m) kleiner, ist, als die 
Stufe des Hauptsystemes (n). In .diesem Falle können wir zur 
Führung des Beweises (n — m) Faktoren (n — l)-ter Stufe zu Hülfe 
nehmen, welche mit den gegebenen m Faktoren ein Produkt von 
geltendem Werthe liefern. Dann wird sich der Faktor (n-l)-ter 
Stufe, welcher zu dem Produkt der m gegebenen Faktoren (P) hinzu- 
treten und dasselbe null machen soll , nach dem vorher bewiesenen 
Satze als Vielfachensumme der sämmtlichen n Grössen , deren Pro- 
-dukt geltenden Werth hat , darstellen lassen, d. h. als Summe, deren 
eines Stück (A) eine Vielfaehenaunime der gegebenen m Faktoren, 
und deren anderes Stück (B) eine Vielfachensumme der zu Hülfe 
genommenen Faktoren ist, und au beweisen bleibt* dass dies zweite 
Stück null sei. Multipliciren wir nun das Produkt der m gegebenen 
Faktoren P mit dieser Summe ( A -j- B) , so können wir das eiste 
Stück (A) weglassen, da es als Vielfachensumme von den ersten m 
Faktoren erscheint, also mit ihnen multiplicirt null giebt. Da nun 
das Produkt jener Summe und der m gegebenen Faktoren null be- 
tragen sollte, also F. (A~J-B)—0 sein sollte, so folgt jetzt, dass das 
Produkt ihres zweiten Stückes in die m gegebenen Faktoren auch null 
sein müsse ; also 

P.B — O. 
Dies zweite Stück B ist aber eine Vielfachensumme der zu Hülfe 
genommenen (n — m) Faktoren ; und wir können zeigen , dass die 
Koeffi eienten dieser Vielfachensumme sämmtllch null betragen müssen, 
sie selbst also null sei. Zu dem Ende multrpHcire man statt mit 
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4er Vielfachensnmme B mit ihren Stacken , ao erhält man eine 
faehensomme mit denselben Koefficienten, und awar enthält jede* 
Glied allster den m gegebenen Faktoren einen von den au Hülfe 
genommenen. Um m au bew eisen , dem der Koefncient an irgend 
einem selchen Gliede null sei, bot man nur noch mit denjenigen 
{n— m— 1) von den an Hälfe genommenen Faktoren, welche diesem 
Gliede fehlen, beide Seiten der obigen Gleiehnng», oder vielmehr 
deren Glieder an multiplieiren, so ist klar, dam dann alle jene Quader 
ansser dem einen wegfallen, und die Gleiehnng dann ansengt, dass 
dies Glied, also aneb sein Koefficiont null sei. Es smd somit sflmmt- 
liehe Koeffieienten der Vielfachensnmme B null, also sie selbst null; 
also der hinantretende Faktor, welcher gleich A-f-B g^iriif war, 
gleich A, d. h. eine VieHaehensnimne der m gegebenen Faktoren, was 
wir beweisen wollten. Fassen wir daher die gewonnenen Resultats 
ansstmnen, so gelangen wir an dem Satae : 

„Ein Produkt von Grössen (n — l)ter Stufe in Besug auf em 
Hauptsystem n-ter Stufe ist dann und nur dann null, wenn 
sieh eine derselben als Vielfaehensumme der übrigen darstellen 
läset 44 

Durch dies Gesetz ist nun die Analogie awisehen eingewandte? 
und äusserer Multiplikation , sobald das Besiehungssjstem ein und 
dasselbe ist und aagleieh das Hauptsystem darstellt, dem alle in 
Betracht gesogenen Grossen angehören, vollendet. Und alleGe- 
der äusseren Multiplikation , so weit die nachgewiesene Ana- 
reicht , d. h. welche auf die allgemeinen Verknupfunybefpttne, 
oder auf die Begriffe von Ueberordnung und Unterordnung der 
Grössen und auf die Stafenaahlen zurückgeht, werden in analeger 
Form , indem man nämlich die Begriffe der Ucberordnuna; und Un- 
terordnung vertauscht , den Begriff der Stufenaablen aber durch den 
der Ergänanahl ersetat , auch für die eingewandte auf das Haupt- 
System bezügliche Multiplikation gelten. Und da aaah das Hinan* 
fügen von Faktoren, die das Hauptsystem darstellen, wenn es nur 
in allem Gliedern einer Gleichung gleich vielmal gesehiettt 
Gleiehnng nicht ändert , so bestehen jene Gesetae auch noch , 
man statt der reinen Grossen die Beaiehungsgroasen antat, deren 
B esiehni i g ssyBtem gleichfalls das Hanptsystem ist. 
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§ 143.*) Nachdem ich nun die vollkommene Analogie« wischen 
Haseerer und eingewandter Multiplikation dargethan habe, will leb 
noch auf eine Erweiterung der bisherigen Betrachtungsweise auf- 
merksam machen* Hat man nämlich mehrere Grössen, welche dem- 
selben Systeme a-tet Stufe übergeordnet und demselben Systeme 
(a-f-b)ter Stufe untergeordnet sind, so kann man dieselben als 
Produkte darstellen , deren einer Faktor (A) von a-ter Stufe und in 
allen derselbe ist , während die andern Faktoren demselben Systeme 
b-ter Stufe, B, welches von A unabhängig ist, angehören. Dann 
leuchtet sogleich ein, dass jede Zahlenrelation, welche zwischen 
diesen Faktoren , die dem Systeme B angehören , statt findet , auch 
zwischen den ursprunglichen Grössen (da sie durch MuhipHfcfttisa 
der letzteren mit A hervorgehen) herrschen müsse , und umgekehrt, 
dass jede Zahlenrelation , welche zwischen diesen letzteren herrscht, 
auch s wischen den enteren herrschen müsse (da man nach § 81 
in den Gleichungen, welche jene Zahlenrelation darstellen, den Fak- 
tor A weglassen darf). Nehmen wir namentlich Grössen (a -f- 1) *cr 
Stufe an b. B. Ac, Ad, . . . . , wo c, d, . . . . dem Systeme B angehören, 
*o werden »wischen Ae, Ad, . . . dieselben Zahlenrelationen herrschen, 
wie zwischen c, d , . . . und umgekehrt. Setzt man daher den Begriff 
dea Produktes solcher Grössen Ac, Ad, .... so fest, dass es null wird, 
wenn das Produkt der entsprechenden Grossen c, d, .... es wird ; so 
wird man nun alle Begriffe und Gesetze von Grossen erster Stufe in 
einem Systeme b-ter Stufe, also auch alle Begriffe und Gesetze von 
Grossen höherer Stufen in einem solchen Systeme , auf jene Grössen 
(a-f-l)ter Stufe, und die daraus auf gleiche Weise erzeugten Grössen 
übertragen können. Hierdurch entwickelt sich eine Reihe neuer 
Begriffe , von denen ich die wichtigsten hier kurz zusammenstellen 
will. Wir können die Vereinigung zweier solcher Systeme, von 
denen das eine dem andern untergeordnet ist, ein Doppelsystem 
nennen, und sagen, eine Grösse sei diesem Doppelsystem eingeordnet, 
wenn sie dem einen der beiden Systeme, aus denen das Doppelsystem 
besteht, übergeordnet, dem andern untergeordnet ist. Wir kennen 
das höhere von den beiden Systemen , aus denen das Doppelsystem 



*) Auch die hier angedeutete Erweiterung des Begriffes Ist in der 
Aasg. von IMS von nur aufgegeben worden. (1877.) 



220 " Da* eingewandte Pr«dukt. §143 

besteht, das Obersystem, das niedere das Untersystem nennen. Dann 
zeigt flieh, wie ein auf ein Doppefcystenl bezügliches Produkt zweier 
geltenden Werthe , die dem Doppelsystem eingeordnet sind, allemal 
dann , aber auch nur dann null ist, wenn das den beiden Faktoren 
gemeinschaftliche System von höherer Stufe als das Untersystem, 
und zugleich das sie zunächst tunfassende von niederer Stufe als das 
Obersystem ist, dass ferner ein Produkt von geltendem Werthe in 
Bezug auf jenes Doppelsystem als äusseres erseheint, wenn das den 
Faktoren gemeinschaftliche System das Untersystem ist, und als ein 
eingewandtes, wenn das sie zunächst umfassende System das Ober- 
system ist, und dass endlieh ein solches Produkt zugleich als a us s ei es 
und eingewandtes aufgefasst werden kann , wenn beide Bedingungen 
zugleich erfüllt sind. Zugleich erweitert sich hierdurch der Begriff 
der Beziehungagrösse , indem diese nun in der Form der Unterord- 
nung als Produkt von Grossen erscheinen kann , welche 3 verschie- 
dene einander eingeordnete Systeme darstellen, von denen die erste 
das Obersystem , die letzte das Untersystem , und die mittlere das 
eigentümliche System der Grösse ist. Um daher den eigentknm- 
lichen Werth einer solchen Beziehungsgrösse aufzufassen, werden 
zwei Masse erforderlich sein , von denen das eine dem Obersystem, 
das andere dem Untersysteme zugehört; und nur in Bezug auf ein 
solches Doppelmass wird diese neue BeziehungsgrÖsse einen be- 
stimmten eigentümlichen Werth darbieten. Da auch die Be- 
ziehungsgrössen , welche sich auf ein einfaches System beziehen, 
als auf ein Doppelsystem bezugliche angesehen werden können, 
dessen Untersystem von nullter Stufe ist, so zeigt sieh, dass die 
neu gewonnene Grössengattung von allgemeinerer Natur ist und 
jene entere als besondere Gattung unter steh begreift« Da ferner 
die Beziehungsgrtissen als allgemeinere Grössengattung zu den reinen 
£lementargrÖ8sen, und diese wieder als allgemeinere Grössen- 
gattung zu den reinen Äuedehnungsgrössen auftraten, so bilde» die 
Beziehfungsgrössen überhaupt die allgemeinste Grössengattung, zu 
welcher wir auf dieser Stufe gelangen. Da zugleich auch die reine 
Multiplikation als die allgemeinste Multiplikationsweise sich darstellt, 
bei welcher noch die allgemeinen multiplikativen Gesetze und nament- 
lich auch das Zusammenfaflsungsgesetz fortbesteht , so erscheint hier 
die theoretische Darstellung dieses Theils der Ausdehnungslehre als 
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vollendet, insofern man nicht auch die Multiplikationsweisen in 
Betracht ziehen will , für welche das Zusammenfassungsgeseüi nicht 
mehr gilt. *) Wir schreiten daher zu den Anwendungen , und be- 
halten dem folgenden Kapitel nur noch die specielle Behandlung det 
Verwandtschaftsverhältnisse vor, welche am geeignetsten erscheint, 
um die in diesem Theile gewonnenen Ergebnisse in einander zu 
verflechten, und ihre gegenseitigen Beziehungen ans licht treten 
au lassen. 

§ 144. Zunächst ergeben sich aus dem allgemeinen Begriffe 
für die Geometrie folgende Resultate : Das Produkt zweier Linien- 
grossen in der Ebene ist der Durchschnittspunkt beider Linien, ver* 
bunden mit einem Theil jener Ebene als Faktor; sind z, B. ab und 
ac , wo a , b , c Punkte vorstellen, die beiden Liniengrossen , so ist 
ihr Produkt abc • a ; ferner das Produkt dreier Liniengrössen in der 
Ebene ist gleich dem zweimal als Faktor gesetzten doppelten Flächen* 
inhalt des von den Linien eingeschlossenen Dreiecks, multiplicirt 
mit dem Produkt der drei Quotienten , welche ausdrücken , wie oft 
jede Seite in der zugehörigen Liniengrösse enthalten ist; denn 
sind a , b , c jene 3 Punkte , und mab , nac , pbc, wo m, n, p Zahl- 
grossen sind , die drei Liniengrössen , so ist das Produkt derselben 
gleich 

mnp . abc . abc. 

Das Produkt zweier Plangrossen im Räume ist ein Theil der Durch- 
schnittskante multiplicirt mit einem Theil des Raumes, z. B. abc . abd 
— abcd . ab , ferner das Produkt dreier Plangrössen ist der Durch- 
schnittspunkt der drei Ebenen multiplicirt mit zwei Theilen des 
Raumes z. B. abc . abd . acd = abcd . abcd . a. Das Produkt von 
vier Plangrössen stellt 8 als Faktoren verbundene Theile des Raums 
dar, z. B. mabc . nadb . paed . qbcd = mnpq . abcd . abcd . abcd. Dies 
letzte Produkt wird null , wenn eine der Grössen m . . . q es wird, 
oder wenn der eingeschlossene Körperraum null wird , d. h. die 4 
Ebenen sich in einem Punkte scheiden , wie dies auch schon im Be- 
griff liegt. Das Produkt einer Liniengrösse und einer Plangrösse ist 



*) Wie solche Produkte, welche allerdings auch eine mannigfache An- 
wendung gestatten , tu behandeln seien , habe ich am Schlüsse des Werkes 
anzudeuten gesucht. 



22S Da* eingewandte Produkt § 144 

ein Theil des Baumes muitiplicirt mit dem Dtirchschnittspunkt, 
s. B. ab • acb — * abcd . a. 

Ich habe oben (§ 118) die Methode, die Kurven und Ober- 
flächen durch Gleichungen darzustellen, mit unserer Wissenschaft 
in Beziehung gesetzt, und gezeigt, wie z. B. eine Oberfläche als 
geometrischer Ort eines Punktes dargestellt werden kann , zwischen 
dessen Zeigern (in Bezog auf irgend ein Richtsystem) eine Glei- 
chung statt findet ; ich habe dort gezeigt , wie die Oberfläche auch 
ab Umhülle einer veränderlichen Ebene oder vielmehr Plangrösse 
dargestellt werden kann, zwischen deren Zeigern eine Gleichung 
n-ten Grades statt findet , und ich habe dort angedeutet , daas die 
umhüllte Oberfläche dann eine Oberfläche n-ter Klasse sei ; dies 
hängt davon ab, dass die Gleichung zwischen den Zeigern einer 
veränderlichen Ebene, welche einen festen Punkt umhüllt, dann von 
erstem Grade ist. In der That ist a dieser Punkt und P die 
Ebene , so hat man sogleich für den Fall , dass P durch a geht , die 
Gleichung 

P.a««0. 

Sind A , B , C , D die vier Richtmasse dritter Stufe, als deren Viel- 
fachensumme P erscheint , und wird einer der Zeiger z. B. der von 
D = 1 gesetzt (was immer , da es auf den Masswerth *) von P nicht 
ankommt, verstattet ist), und ist 

P — xA + yB + zC-f-D, 
so erhält man 

— » Pä «= xAa + yBa -f- zCa + Da, 

was eine Gleichung ersten Grades ist ; somit erscheint , wie es sein 
xnu88 , der Punkt als Oberfläche erster Klasse. Will man die Glei- 
chung eines Punktes aufstellen , der durch 3 feste Ebenen bestimmt 
ist, oder, was dasselbe ist, will man die Bedingung aufstellen , unter 
welcher eine Ebene P mit drei andern A , B , C durch denselben 
Punkt geht, so hat man sogleich 

P.A.B.C = 0, 
eine Gleichung, welche die höchst verwickelten Gleichungen, zu 



*) 8o nenne ich das Quantum der Grösse, wenn ihr System schon 
feststeht 
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nen die gewöhnliche Koordinatenmethode fahrt, vollkommen er- 
st 

§ 145. Die Gleichungen für die Kurven and krummen Ober- 
ehen, wie wir sie bisher darstellten , waren, da sie zwischen den 
igern der veränderlichen Grösse statt fanden , rein arithmetischer 
itur , und bezogen sich jedesmal auf bestimmte mit der Natur des 
rch die Gleichung dargestellten Gebildes in keinem Zusammen- 
ng stehende Richtsysteme ; und nur die Gleichungen ersten Gra- 
s stellten wir in rein geometrischer Form dar. In der That 
unten auch nur diese , wenn wir bei dem reinen Produkte stehen 
beben, in geometrischer Form dargestellt werden \ indem die vor- 
derliche Grösse dann nur einmal als Faktor vorkommen konnte» 
»gegen bietet uns das gemischte Produkt ein ausgezeichnetes 
tttel dar , um die Kurven und Oberflächen höherer Grade in rein 
ometrischer Form darzustellen. Es ist nämlich sogleich klar, das*, 
mn wir eine beliebige Gleichung zwischen Ausdehnungsgrössen 
ben , deren Glieder gemischte Produkte sind , der Grad der Glei- 
nng in Bezug auf eine derselben (P) stets so hoch ist, als die 
DBzahl (m) beträgt , wie oft diese Ausdehnungsgrösse (P) in einem 
4 demselben Gliede von, geltendem Werthe höchstens als Faktor 
rkommt, d. h. dass sie durch Zahlengleichungen ersetzt wird , von 
nen wenigstens Eine in Bezug auf die Zeiger der veränderlichen 
uadehnungsgrösse einen Grad erreicht, welcher jener Anzahl gleich 
;. Dies folgt unmittelbar , da man , um zu den ersetzenden Zah- 
ngleichungen zu gelangen , nur statt jeder Grösse die Summe aus 
xn Produkten ihrer Zeiger in die zugehörigen Richtmasse zu 
tcen , dann die Gesetze der Multiplikation bei jedem Gliede der 
tgebenen Gleichung anzuwenden hat, indem man statt mit der 
mime zu multipliciren mit den einzelnen Stücken multiplicirt, 
id dann die Glieder, welche demselben Richtgebiete gleichartig 
od, jedesmal zu Einer Gleichung vereinigt. Es ist klar, dass da- 
rf die Zeiger der veränderlichen Grösse P in einem Gliede so oft 
s Faktoren erscheinen, als P in dem Gliede, aus welchem das 
■stere hervorging, als Faktor vorkam. Somit kann also der Grad 
ieser Zeigergleichungen nie höher sein, als die oben bezeichnete 
nzahl (m) beträgt. Aber es muss auch wenigstens eine derselben 
lesen Grad (m) wirklich erreichen ; denn wäre dies nicht der Fall, 
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so müssten die sämmtlichen Glieder , welche aus demjenigen Gliede 
hervorgehen , was jene Grösse in höchster Anzahl als Faktor ent- 
halt , null werden ; also anch jenes Glied seihet null sein , wider die 
Voraussetzung. Es ist also die Geltung des oben aufgestellten 
Satzes bewiesen. Hierbei haben wir noch zu bemerken , dass die 
Gleichung im Allgemeinen nicht nur das System der veränderlichen 
Grösse bestimmt , sondern auch ihren Mastwerth. Bei der gewöhn- 
lichen Betrachtung der Kurven und Oberflächen kommt es aber nur 
auf die Bestimmung des Systems an *), obgleich auch der Maaswerth 
für die Theorie nicht ohne Interesse ist. Wollen wir also uns der 
gewöhnlichen Betrachtungsweise annähern , so haben wir die allge- 
meine Gleichung so zu specialisiren , dass dadurch der Maaswerth 
nicht mit bestimmt ist , d. h. dass , wenn irgend eine Ausdehnung*- 
grosse der (ursprünglichen) Gleichung genügt , auch jede ihr gleich- 
artige , d. h. , deren Zeiger denen der enteren proportional sind, 
derselben genügen wird. Es ist sogleich einleuchtend , dass dann 
in allen Gliedern der Gleichung die Grösse P in gleicher Anzahl 
(m) als Faktor vorkommen muss , und dass dann auch die Zeiger- 
gleichung eine symmetrische desselben Grades wird , d. h. in allen 
Gliedern eben so viele (m) Zeiger von P als Faktoren vorkommen 
werden. Dividirt man dann die Gleichung durch die m-te Potenz 
von einem der Zeiger, so erhält man (unter der Voraussetzung , dass 
jener Zeiger nicht null ist) die Gleichung in der gewöhnlichen Form, 
in welcher sie ein Gebilde m-ten Grades bestimmt. 

§ 146. Wir beschränken uns , um die Bedeutung dieses bis- 
her noch unbekannten Satzes, welcher über den Zusammenhang 
der Kurven und Oberflächen ein bisher wohl kaum geahntes Licht 
verbreitet, zur Anschauung zu bringen, auf die Kurven in der Ebene, 
indem die analoge Betrachtung der Kurven im Räume und der 
krummen Oberflächen dann kaum noch einer Erläuterung bedarf. 
Es zeigt sich sogleich, das die geometrische Gleichung nur dann 




*) Z. B. wenn eine Kurve ab geometrischer Ort eines Punktes bestimmt 
werden soll, so kommt es nnr auf die Lage dieses Punktes, nicht auf das ihm 
anhaftende Gewicht an; oder soll die Kurve als Umhülle einer veränderlichen 
geraden Linie aufgefasst werden , so kommt es eben nur auf die Lage jener 
Linie an, nicht auf deren Länge, also überall auf das System, nicht auf den 
Maaswerth. 
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eine Kurve darstellen wird , wenn sie durch Eine arithmetische er- 
seist wird, d. h. wenn sie, da die Ebene ein ELementarsystom dritter 
Stufe .ist ,' gleichfalls von dritter Stufe ist. Hierdurch ergebtn sich 
dann ans; dem allgemeinen Satze des vorigen § folgende Speeialsätse : 
„Wenn die Lage eines Punktes (p) in der Ebene dadurch be- 
schränkt ist, dass 3 Punkte,. [welche durch Konstruktionen ver- 
mittelst des Lineals aus jenem Punkte (p) und aus einer, ge- 
gebenen Beihe fester gerader Linien oder Punkte hervorgehen, 
in Einer geraden Linie liegen (oder drei solche Grade durch 
Einen Punkt geben) , so ist der Ort jenes Punktes (p) eine 
algebraische Kurve , deren Ordnung man durch blosses Nach- 
zählen findet. Nämlich man hat nur nachanzählen) wie oft bei 
de» angenommenen Konstruktionen auf den beweglichen Punkt 
p zurückgegangen wird, ohne dass man auf einen andern beweg- 
lichen Punkt zurückgeht ; die so erhaltene Zahl (m) ist dann 
die Ordnungszahl der Kurve." 

Es ist hierbei klar , dass , wenn man auf einen andern beweg- 
lichen Punkt zurückgeht , bei dessen Erzeugung p selbst n-mal an- 
gewandt ist , es dasselbe ist , als wäre man auf p selbst n-mal zu- 
rückgegangen. Der Beweis besteht nur darin , dass ich zeige , wie 
daraus eine geometrische Gleichung hervorgeht , in der p so oft als 
Faktor eines Gliedes erscheint. Jede Konstruktion vermittelst des 
Lineals in der Ebene besteht nämlich darin, dass entweder 2 Punkte 
durch eine gerade Linie verbunden» oder der Durchschnittspunkt 
zweier gerader Linien bestimmt wird; die gerade Linie zwischen 
den beiden Punkten ist aber das Produkt derselben, und der Durch- 
sehnittspunkt zweier geraden Linien , wenn es nicht auf das Gewicht 
ankommt , gleichfalls ihr Produkt ; folglich kann ich jeder linealen 
Konstruktion, bei welcher ein Punkt oder eine Linie angewandt 
wird , eine Multiplikation mit diesem Punkte oder dieser Linie Sub- 
stituten ; die 3 Punkte oder Geraden , welche somit durch lineale 
Konstruktionen aus den gegebenen und der veränderlichen Grösse 
erfolgen , werden als Produkte derselben erscheinen ; und da jene 3 
Punkte in einer g. L. liegen , oder jene 3 Linien durch einen Punkt 
gehen sollen , so hebst das , ihr Produkt ist null , also hat man eine 
geometrische Gleichung aus einem Gliede, in welchem p so oft 

als Faktor erscheint , als es bei jenen Konstruktionen angewandt ist, 

15 
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also ist die entstehende Kurve vom eben so vierter Ordnung. Den 
entsprechenden Sets Ar die durch eine vertnderlkhe Gerade um- 
halke Knrre erhik nuui ans dem obigen, wenn nun die Ausdrücke 
Punkt nmd Gerade verwechselt, und statt dm Ausdrucks „Ordnung* 
den Ausdruck „Klasse" entführt. Ich will hier noch bemerken, 
dam diese öütne ohne alle Finoslulniaiig, sehen, wenn man nur 
festhält, dam der Ort eines Punktes, dessen Koordinaten dnreh eine 
Gleichung m-ten Grades von einander abhingen, ohne Ansnahme 
als Knrre m-ter Ordnung au fzufas s en ist, sang diese Knrre nun eine 
Gestalt annehmen, welche sie will, mag sie s. B. in ein System tob 
m geraden Linien übergehen, nnd mögen selbst beliebig viele dieser 
Geraden zusammenfallen. 

§ 147. Um diesen Sets auf einen noch specielleron Fall au 
übertragen, will ich die geometrische Gleichung für die Kurven 
zweiter Ordnung aufstellen. Ist p der veränderliche Punkt, so hat 
man als Gleichung des »weiten Grades, wenn die kleinen Buchstaben 
Punkte, die g r oo scn Linien vorstellen, 

peBcDep — 0, 
oder, in Worten ausgedrückt, „wenn die Seiten eines Dreiecks sieh 
um 3 feste Punkte a, e, e schwenken, wahrend awei Ecken sieh in 
zwei festen Geraden B und D bewegen, so beschreibt die dritte Ecke 
einen Kegelschnitt. Die Gleichung eines Kegelschnittes, welohu 
durch 5 Punkte a, b, c, d, e geht, ist 

fpa.bc) (pd.ee) (db.ae) — 0; 
dam sie nämlich ein Kegelschnitt sei, folgt aus dem allgemeinen 
Satse ; dass die 5 Punkte a, b, c, d, e in ihm hegen, ergtebt sieh 
leicht, indem jeder derselben statt p g es etat der Gleichung genügt. 
Nämlich zuerst ist klar, dam, wenn man p gleich a oder d setzt, 
auch ein Faktor, nimlirh pa oder pd null wird, aha das ganze Produkt 
null wird, also sind a und d Punkte des Kegelschnittes; ferner wenn 
p gleich e ist, so stellen die beiden ersten Faktoren des ganzen 
Produktes beide den Punkt c dar, also ist ihr Produkt null ; ist p 
gleich b, so stellt der erste Faktor des ganzen Produkt« die Grosse 
b dar, das Produkt der beiden lotsten die Grosse bd, und bbd ist 
null ; ist p gleich e, so stellt der mittlere Faktor die Grosse e dar, 
das Produkt der beiden andern stellt die Grosse ae dar, und eae ist 
wieder null. Also liegen alle 5 Punkte in jenem Kegelschnitt, und 
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es ist also die Aufgabe, die Gleichung eines durch 5 Fohlet» 
stimmte* Kegetahnittes aufzufinden, dadurch gelöst- Uebr%ens stellt 
jepeGleiehung nichts andere als die beJcatinteEia^DtechaftdBeniyBtiiiAea 
Seehseefe davi 

§ 148. Ich kann mach hier nicht auf die Entwicklang der 
amen Kurventheorie einlassen, welche durch den von mir aufgestellten 
eUgememen Sats bedingt ist; ieh muss auch hier damit begnügen, 
dem 8ati selbst ia seiner Allgemeinheit hingestellt,; and dnrefc. seine 
Au w etwlun g «tf die einfachsten Falle seine Bedeutung änseaauHca 
gemacht an haben. Ich hm uberseugt, data sehen hierdurch sowohl 
dm Einfachheit als auch die aasgsaaichnete ABgemenfhaitf jenes Bataes 
klar geworden sein wird; indem ja m der Thal alle fiatsev volone 
auf die Abhängigkeit der Kurven Ton Knealeu KsustanihtHmen sieh 
beliehen, hieran* mnH der grtt8stenLetsh%keith^ 
ihre Ableitung bisher, wenn jene Sätze überhaupt bekannt waren, 
vermittelst weitläufiger Theorien erfolgte, und jeder dfeserSätse eine 
eigne Ableitung erforderte. Es ist auch klar genug, wie min jetst 
diesen allgemeinen Sats auch ohne Hülfe der von mir angewandten 
Analyse ohne Schwierigkeit beweisen kann; aber erst durch sie tritt 
des Sats in seiner unmittelbaren Klarheit hervor, wie er auch durch 
sie aufgefun den ist; und ungleich bietet diese Anafyse den nächst 
wichtigen Vorfheil dar, die durch Hneale Konstmktisuuu besthnmten 
Kurven auf gleich einfache Weise durch Oleichmngen darzustellen. 
Wie der Sats eben so auf Kurven im Baume und anf krumme Ober- 
flächen tibertragen werden kann, bedarf keiner Auseinandsfsetaung, 
da der allgemeine Satz in § 145 dies schon in viel grosserer Allgemein- 
heit für die abstrakte Wissenschaft leistet. 



Vtortos KapiteL 

Yerwandtschaftsbeaiehun.gen. 

§ 149. Wir knüpfen die Darstellung der Verwandtschafts- 

beziehungen an den Begriff der Abschattung. Unter der Abschattung 

einer Grösse A auf ein Ghrundsystem ö nach einem Leitsysteme L 

verstanden wir (§ 83) diejenige Grösse A', welche dm Grundsysteme 

15* 



angehört, «od mit einem Thaie» des Lenwjrsteme* (L) gleiches 
Produkt fiefert, wie die abgeschattete Grosse (A) r webeiyomaagcsctit 
mMe;dM Gtan L unabhängig ist/und das 8pst*m LG daeHtaupt- 
system darstellt, auf welches sich jenes Produkt besieht». Diese Er» 
kftrng: steiften? wir dort (in § 82) nur Är dem Fall fest, dasa unter 
den <liosesn A, L» GH reme A asfahimng sgri ss e n ▼erstanden: seien, 
«nd d» Mukijflikatioii eine eaasete, also A dem Giw»day*tesne G 
untergeordnet sei. Biese Erklärung erweiterten wirf in § 108, indem 
wurstest der Ausdehnungsgifissen eine allgemeinere GrAssi ingsl i nag, 
o^BcnVo nutf g r os sen einführten, und in § 143 deuteten wir ein&noee 
weiter reichende Verallgemeinerung an, /Soden* statt der ausseie n 
Mulsin likatkm ssit den nftthigen YesJnderungeu und BcsfisnHhifcTingtn 
die^hujewatutoesogefunit werden konnte.: Halten wirdieBertniming 
lest, dnss awei Grossen einender eingeordnet genannt weiden» wenn 
eine Ton ihnen der ändern untergeordnet ist, so können wir eagcn; 
^Unter der Anschattang einer reinen Grosse A auf ein Grundsysssni 
G nach einem Leitsysteme L verstehen wir diejenige Grosse A\ 
«reiche dem Grundsysteme G eingeordnet ist, und mit einem Theik 
▼ön L in Beeng auf das ans Grundsjstem und Leitsystem kojnbinirte 
System LG mnhiplieirt dasselbe Produkt fiefert, wfcdieabe>ssehuttate 
Grosse A." Dabei ist also vorausgesetzt , dass LG ein nusseres 
Produkt darstellt, und das Hauptsystem ist, dem auch die Q gisse A 
angehört, und auf welches sich die Multiplikation besieht. £sergieet 
sich hieraus sogleich im allgemeinsten Sinne die hockst einfache 
Gleichung 

A , LA;G 

A "~LG"- 

In derThat, da LA nach der Definition gleich LA' ist, so ist auch 

LA.G — LA'.G; 

und da hier gleichfalls nach Abt DennMen A' und G einander ein- 
geordnet sind, so kann man A' und G nach § 1S8 vertauschen und 
erhält somit den Ausdruck der rechten Seite 

— LG.A'. 

8omH üt nun, indem man durch LG die gewonnene Gleichung 

LA. G — LG.A 
dmdirt^die&ichhgke^ 
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ff aw' erhalt die Abschattumg einer Grösse, wenn man dai Lab* 
system mit ihr and ä^mGrundsysteme fortschreitend m^ 
wd das Besultat durch das Produkt des Lehsystens in das 
Grundsyatem dhridirt," 

Hierdurch ist di* in §' W' gestellte Aufgabe, die Abschaltung 
analytisch auszudrücken,' wenn die abzuschattende' Grösse und der 
Sfam ihrer Abschattung d. h. Grondsyeteta thid Lö^öt^ g^b^ 
sind, Air reine Grössen allgemein gelöst. ! * * '•' i,: ' 

§ 16Ö« Für Bezriehungsgrössen , haben wir nui; festsetzen, 
d$ss ihre Abschattung gefunden wird, wenn man sowohl iluyn e^g^n,- 
thunUichen. Werth in Bezug auf irgend ein Maaq, ak auch dies Mass 
abschattet, und in den Ausdruck der Beziehungsgrösae diese Ab-, 
schattungen statt jener Grössen einführt. Ist z. B. H 8 . A die 
Be*iehüttgdgrn»ö, H ihrHauptaass und shrfBf- A* die Abschaltungen 
von H und A nach irgend einem Bicjitisyeteme genommen, so ist 

H' s . A' die Abschattung derBeziehung^grösse.H'.A nach demselben 

■* ■ ■* i- * ■ * ■ 

Bichtsysteme. Es liegt übrigens in der ui^Bi^ngUchen.DeJfinitioB) 
dass die ^bschattung. einer Zahlengrösse scjwotd, als ejner^Grjs^se» 
die das Hauntsjatem LG .daxstellt, der, abgeschatteten Grösse seibat 
gleich ist Daraus folgt, dass-, wenn das Beziehungasystem einer 
Beziehungsgrösse mit dem Hauptsysteme LG zusammenfallt, .man 
dann, um die Beziehungsgrösse abzuschatten, nur ihren eigentüm- 
lichen Werth abzuschatten braucht, 'und das dann für die Ab- 
Schätzung der Beziehungsgrösse noch die ftr reine (kössen aufgestellt^ 
Definition der Abschattung gilt-j Wir wojjen dje Abschätzung eing 
Äussere; oder eingewandte nennen, je nachdem das ^roduk^A ein 
äusseres oder eingewandtes, cL h. je joach^ep , die -abzuschattende 
Grösse von niederer oder höherer Stufe ist , als das Grundsystem. 
Ist sie Tien glekhar Stute, so kann LA aüsmutseres «ad aatk ah ein- 
gewandtes Produkt aufgefaßt, die Abschatteng dann Ak* gleichfalls 
auf beiderlei Arten benannt werden. ■■"' 1 '•"'• u 

§ 151. Nennt man da« System den Produktes zweier Grossen 



die Kombination*) dieser Grössen oder ihrer Systeme, and nennt 
man das System der Abschaltung die Projektion des Systems der 
abgeschatteten Grösse, so kann man sagen, die Projektion eines 
Systemes werde gefunden, wenn man das System fortschreitend mit 
Teilsysteme and dam QiiuiiIsisIsumi ssinssniit Indem wir 
sie .Piijeirtlnsj hg ea d einer Qcaummthfift um Elementen, deren 
System Ten gleicher ader nisrtmei Stnfe ist, als das 
Gmndsystem, als Gesammtheit der Projektinnen dieser. Elemente 
definiren, so haben wir den gewöhnlichen Begriff der Projektion nrnr 
in etwas erweiterter Form ; und es aeigt sich, wie sich die Projektion 
Ton der Abschattong nur durch den Masswerth unterscheidet, wahrend 
das System dasselbe ist. Um dies auf die Geometrie anauwendeu, 
wollen wir xoerst als Gnmdsystem eine Linie G t als Leitsystem eine 
daron unabhängige ElementargrOsse enter Stuft 1, d. h. da es nur 
auf das System ankommt, entweder einen Paukt oder eine BSchtung 
setzen. Die Projektion eines Punktes a ist dann der Durchschnitt 
der Linie al mit O (Fig. 13), wahrend die Abschattong m gleich 

** kt. V 1 ^i ttAti« g («mW «hui mit Ai*m*rlK*+±i*iifth*£mfa 

Strecke), so ist die Projektion der Durchschnitt einer Ten a ans nach 
dieser Richtung gesogenen Iinie mit der Grundlinie G. Ist das 
Grandsystem ein Punkt g, das Lestsyntem eine Linie L, so wird eine 
Linie A nrojidrt, indem man den Durchschnitt awischen A und L 
mit g Terhindet (s. Fig. 14)**). Die Abschattong eines TfceOes 
jener Iinie, den wir gleichfalls mit Abesekhnen, wird dann dargestellt 
durch die Gleichung 

, LA.g 

Nach dieser Analogie wird man sich leicht eine Anschauung bilden 
kOnnen tou der Projektion eines Punktes oder einer Linie, 
das Grundsystem eine Ebene, das Leitsystem ein Punkt odea 
Sichtung ist, ferner ron der eines Punktes oder einer Acne, 



*) *a«a Ums Begriffe kt die 



**) Man ist swar nicht gewohnt, die so entstehende link akPsojaktioe 
Wtaachten; alkin dk Analogk fordert diese Betfucntsagsweke. Die 
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Leitsystem und Grundsystem Linien smd, endlich von der einer 
Linie oder Ebene, wenn das Grundsystem ein Punkt, das Lebsystem 
«ine Ebene ist. Ist die abzuschattende Grösse von gleicher Stufe 
mit dem Grundsystem, so zeigt sich leicht, dass die Projektion ihres 
Systeme* das Grundsystem selbst ist , dass also das Wesen der Ab- 
schattnng dann nur in dem Maaswerthe derselben beruht. 

§ 152. Wir haben nun die Geltung der im zweiten Kapitel 
dieses Abschnittes (von § 81 an) für die dort behandelte Art der 
Abschattung erwiesenen Gesetae auch für den so eben dargestellten 
allgemeineren Begriff derselben im untersuchen. Dass diese Sätze 
noch gelten, wem man statt dar Anwi ehaung sgid eson Elesaantar- 
grttssen setzt, folgte sehen aus der vollkommene* Uebereinstünmung 
■wischen den Gesetzen, die für beiderlei Grössen gelten (s, § 108). 
Es ist also die Geltung derselben nur noch Ar die eingewandte Ab- 
schattung darzulegen, und zugleich sind jene Sätze noch so zu erweitern, 
dasa man auch statt dar äusseren Multiplikation die eingewandte 
einführt. Vergleichen wir den von § 81 an gewählten Gang der 
Ekitwiekeluag, so können wir zunächst den am Schlüsse jenes Para- 
graphen abgestellten Satz filr das eingewandte Produkt in folgender 
Vorm darstellen: 

„Wenn die Glieder einer Gleichung sämmtlieh eingewandte 
Produkte an zwei Faktoren sind, und entweder der erste oder 
der letale Faktor (L) 1h allen diesen Gliedern derselbe ist, die 
ungleichen Faktoren aber demselben Systeme (G) übergeordnet 
sind, und dies System (G) mit dem gleichen Faktor L nmltiplierrt 
das Hauptsystem liefert, so kann man den Faktor L in allen 
Gliedern weglassen." 

In der That werden sich dann die ungleichen Faktoren in den 

Formen AG, BG, darstellen lassen, wo A, B,.... dem L unter- 

g eord n et und die Produkte äussere sind, dann wird die Gleichung in 
der Form 

L.AG-f-L.BG-f .... —0 

erscheinen, oder da 

L.AG — LG.A 

ist, weil A dem L untergeordnet, G aber undL kombinirt das Haupt- 
system darstellen, und ebenso 



L.BG— LG.Bu.s. w. 7 



so erhalt 

LG.A-f LG-B-f .... — 0, 

d.h. 

LG(A-fB4-....) — 0, 
welcher Gleiehmsg, da LG das UmmfUy+i t m darstellt, nmr genagt 
wvoy wenn 

A+B-f.... — 0, 
abo euch 

(A-f B + ....)0,d. h. AG-f BG4-.... — 
ist, ud somit ist jener Sets bewiesen. Aas d hj se ni Satze folgen mm 
ganz auf dieselbe Weise, wie in § 83, die Sitae : 

„Eine Gleichung bleibt als solche bestehe», wenn man alle ihre 
Glieder in demselben Sinne abschattet 44 
und 

„Die Abschattung einer Summe ist gleich der Snmme ans den 

Afaechattnmgen der Stöcke." 
In der^That erhalt man, wen man die gegebene Gleiebung gBe«V 
weise mit dem Utoyetem (L) mnhiplicirt, und statt der Gheder 
der ursprün glichen Gleichung nun in diese neue Gl ei ehang Ihre 
Abaehattungen auf dasselbe Gnmdayetem G setzt (was nach der 
Definition der Abschaltung Terstattet kt\ die Gleichung In derForm, 
dass man nach dem zuletzt bewiesenen Sa tze den PakterL weglasset 
darf; wodarch dann der erste jener beiden Same ei w iesen ist, und 
somit auch der aweite, weither nur eine andere Anadrnehsweiee des* 
selben Satzes darstellt*). 

§ 153. Die Sitze in § 84 setzen die Ahsduttoag eines amweren 
Produktes in Beziehung mit den Abschattungen seiner Paktoren, 
und wir haben die entsprechenden Sitze aufzustellen, sowohl wenn 
das Produkt ein eingewandtes, als auch wenn die Abachattung eine 
eingewandte wird; Ist das Produkt ein eingewandtes, dessen Be- 
ziehungssystem zugleich das Hauptsystem der Abschattung ist, und 
ist die Abschattung durchweg eine eingewandte, d. h. nicht nur die 
der Faktoren jenes Produktes, sondern auch ins Besondere des 

*) Was dem in § 83 dargestellten Satse entspricht, ist seinem wesent- 
lichen Gehalte nach schon früher da gewesen, and kann daher hier fiber- 
gangen werden. 
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Produkte« selbst, so gilt der m § 84 dargestellte BtA#, dass die Ab- 
schattung einet Produkte» das Pitduki ist au* de* A$*ch«itu*g*n 
»einer Faktoren, auch für den so- eben bereiclüietieÄ^alJy faukfa 
die Beweisführung genaue dieselbe fet , 'irkt in jenen Pureferilt>Hefa. 
Ntmlieh Bind A, B die Faktoren de» Produkte , H Oa* Letttytaftk, 
G dae Grtmdtystem, M itt dae Produkt L'. (A -. B) fciti eingewandte 
ana 3 Faktoren in Besag auf datgelbe Hauptarm; da mari'Ufcr 
beliebig trasanimenfassen und müf Beobachtung der Vorxeicheilf Ver- 
tauschen kann, so wird der Werth jenes Produktes nickt geäadAit, 
wenn man statt A and B Grössen tetst, 'die mit L dieselben Produkte' 
.liefern, aho s. B. ihre Abschottungen A' «ud B' auf das Gfandaystdin 
G; et ist also dann " ■ / ' 

L.^A'.B*)— L.(A.B), : - ! - 

und da A' sowohl ab B' als eingewandte Absehattungen de** Grund- 
Systeme tibergeordnet sind, so ist es aueh ihr gememachäJlliekeB 
System, d. h. ihr Produkt, also ist A' . B' die Abschaltung Ton A *B 
auf G nach dem Lettsysteme L. Es ist also die Geltung des Sautet 
Ar den bezeichneten Fall bewiesen; allein et aelgtsioh bald, data 
-derselbe allgemein gilt, sobald nur dto Abschattungen des Produktes 
wnd der beiden Faktoren, entweder alle drei eingewandte oder aüe 
drei Äussere sind, mag nun das- Produkt ein äusseres oder einge- 
wandtes sein. Wir setsen auerst voraus, dass das Produkt -einen 
gehenden Werth. habe und seine beiden Faktoren reine Grasten 
leien; und awar wollen wir die Geltung' des Sattes sueiirt ihr den 
Fall beweisen, dass die Abaehattung durchweg eine ; äussere , dae 
Produkt ein eingewandte* ist. Eseeien die -beiden Faktoren dieses. 
Produktes M und N, B stelle ihr gemeintohaftlkshee System dar; 
•dann werden sich M und ST als äussere Produkte in* den Formen AB 
und BC darstellen lassen; und awarinuss dann- ABO ab* -äusseres 
Produkt einen geltenden Werth haben, weil C mit AB keinen Faktor 
▼on geltender Stufe gemeinschaftlich haben kann; denn* hatten* de 
einen solchen gemeinschaftlich, so würden auch M und N f wie leicht 
au sehen ist, ein System höherer Stufe gemeinschaftlich haben, alt 
B itt, gegen die Voraussetzung. Nun ist 

M.N — AB.BC — ABC.B, 
indem B und BC einander eingeordnete Faktoren sind, welche man 
daher bei der fortschreitenden Multiplikation nach § 136 Vertauschen 






Wir fatal m nüssiisgiuetnt, dam die 
* tarn sei, sowohl flhr die Fsstes« MwlN, tk 
Ar dorn Prednkt, «L h. Ar ihr &mtmmäm£Übhm &j+*m B 
fkr waäb*ambmmim ABC. Sind nen A', K, CT, IT, IT, 
4ie Insuim ibsihsMangmj »an A, B, C, M, N, so am* (naeh § 8i) 
IV, B'CT, AWdmAbseJn*tnngemTonAB,BC,A]iC. Am 
4a M.H gleich ABC.B bt, so ist nach der fc § 160 aafeesteDteu 
& AbsihsHeng vw M.N gleich dm Piodnkt dar Ak- 
ren ABC and B, eise gleich AW. B'. Fi 
IT. IT— A'B.KC— Atfcr.K, 
dfeFrodnkft 4er ftlwiliiilf m hf .lf glemh der 
des Produktes M . N. Somit ist ftr den m Betracht gesogenen Flu 
die Gültigkeit det obigen Geeetees nachgewiesen. Es bleibt als» 
de* Fertbestchen dieses Gesetnm w noch ftr den FeU sn tewabon, 
de** die Aber etil 11114; dnrehweg eine gegen sndfts ist. Der Beweil 
-ftr diesem Feil ist genes derselbe» wie ftr dem es eben h et inr hinten 
FeU, wem» nu nv neeb dem ie § 142 anfgesteUten Prinein statt 
det lernst im Mnhinlihcrnm die — f des Hiepeijetiei dmAhiJsnllnng 
heanglich« cins^wandte Msltsslihsäna einfahrt, and die nnrt ent- 
wkkehca üisiedmmgee, welche daran diese Efaflmrnng hsiBsgt 
sei, eintreten liest NsmenfKth ist testsohalten, dees 9 wie jede 
Oieese, welebe einer andern nntergeordnet ist, als Minaeier Fakter 
derselben dargestellt werden kann, se aneb jede Oitt me , welebe einer 
andern obergeoidaet ist, ab eingewandter Faktor derselben in Beeng 
anf des Hanptsystem dargestellt werden könne. Um jedoeb die Art 



kkr aa's liebt treten an hnns, will ieb die üebertragmng den o bige n 
Beweises hier ansfnhrtieb folgen lsssen Es seien die keinen Faksores 
des «ngewantalVettwkftes M mndN, B stelle nSriliitilinitsmiisiii 
Sjstem dar; denn weiden sieb M mad » als etsgisssnV anf 
Hsnntsjstem der Ahschcrtang henlgKrho IVodnkto in den 
AB and BC darstellen lassen*); and «war mnm dann ABC ab 



•) In der Tarnt, wenn D eia 8jstem dsntettt, weichet des System tos 

DM 

B nun Haoptvy steine der Aesebattaaf eratnst, so wird man nur A -» -jrg 

asd C— n^sa setssa babea. 
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gewandtes auf das Hauptämtern der AbaehattMg barilgliobatPfeodiikfc 
eis*** geltenden Werth haben, weil AB und G von keinem niademru 
fifretom e nie dem Hauptsysteme umfasst weiden kßa*m*); den* 
srnaisn. *ie> ren- einem «olcfcen Systeme umsaest, e* wlfedan auch IC 
und V, wie leid* au sehen ist**), von einem Systeme niederer Stilb 
mtfaesJ werden/ als B ist» gegen die Voraussetzung. Nu ist 

;_,■-., M.N — AB.BC— ABC.B, 

itfta* B und BC einander eingeordnete Faktoten sind, welche man 
daher bei de» fortiaareilendenMulüpUkalioa nach § 136 Vertauschen 
kann. Wir haben nun vorausgesetzt, dass die Abschaltung durch- 
weg eine eingewandte sei 1 , sowohl für die Faktoren M und N, als 
auch Ar deren Produkt, d. h. ftr ihr ulJchstimiiHSeasVis System B 
und ihr gensemsehaftliokes ABO. Sind mm A', By ff, K\ IT he* 
sieUkb die eingewandten Abschaltungen nm A, B, G, M, N, so 
sind (nach § 153) AB', B'ff, A'B'ff die Abschaltungen von AB, 
BC, ABC. Ferner da M . K gleich ABC . B ist, so ist nach der in 
§ 150 aufgestellten Definition dife Abschattung von M. N gleich dem 
Produkt der Abschaltungen von ABC und B, also gleich ATEfCf . B*. 
ferner ist 

ir.ir— atb .BC^ATac.B - , 

also das Produkt der Abschattungen M\N* gleich der Absc ha ltung 
Üea Produktes U.V. Somit ist auch für diesen Fall die Gültigkeit 



•) Hier tritt** Analogie in s«m WoitsusaruelM nicl* so Uar tovor. 
8oBte sie klar hervortreten, eo.mttsste man im ersten Falle sagen; »weil das 
8jsteai, weichet A3 undC gemeinschaftlich haben, von keiner höheren Stufe 
als der nullten sein kann* nnd im letaleren Falle «weil das System, welches 
AB and C umfasst, von keiner niederem Stufe als der h-ton sein kann*, in- 
dem nlmlich h die Stufe des Hauptsystsnu beseichnet. 

• •*) Nlmjich wann D jenes 8ysten» darstellte» was AB oder M and C 
umfassen sollte, nnd doch niedriger wire als das Hauptsystem, so würde 
sfeu C ab eingewandtes, auf das Hauptsysteui bestfgtichet Produkt in der 
ItomD.S 4arsteflen lassen, und es wurde N-*B.C— B.<D.Ä), oe^f da 
dies Produkt ein reines ist, — (B«D).B sota; wo das ignlirtme feiernd« 
System su B nndD das Haupts ystem sein musss es wird also das den Gö ssen 
B und D gemeinschaftliche System die Grösse N umfassen, und auch die 
Grosse M , da diese sowohl von B als von D umfasst wird. Das gemein- 
schaftliche System von B nndD umfasst also M undN, ist aber von niederer 
Stufe alsB, daD nicht das Häuptsystem ist, undB nndD als nachstumfassen- 
das System das Hauptsystem haben. 






uW obigen Gesetzes ance^erwieaen. Wir setzten in beiden lullen 
noch ma«, daes das ahenorhartenda Produkt «ine* artenden Wertk 
habe, und die Hakten* reine Grossen seien. Id das ■li— iihaleaude 
Prodaktaaü, aaist, «aa die Gelteng jenes Geeetaee anck furezeese 
Fall an erweisen, wir an eeigen, daas daa Produkt aus <den' Ab* 
schartnngen der beide* Faktoren ancb null aeL Wenn einer der 
nraprflnglkhen Faktoren null ist, so atfaaek seine Abschattung null, 
ah» such daa Prodakt dir Abscnattnngczi nnlL Wenn aber die 
beiden Faktoren geltende Wertbe kaben, mal daa Prodnkt eVnneeh 

anH ist, ao musz, da 

M.N— ABC.B 
ist, une\B nickt null ist, ABC.B als Fredokt aa der Forte ^der Eia- 
Ordnung aber njeht ander» null weiden kann» alt wenn einer nur 
Faktorettnull wird, notkwendie; ABC null «ein, alao auch sein* Ab- 

A'B'C—O,- 
alao musz anch.A'B'C\B\ d. k. ll\ S* oder daa Produkt der Ab» 
sc hat l uanen null sein. Es bleibt also ancb noch .in diesem Falle 
die Abschattang des Produktes gleich dem Produkt ans. den AJb» 
schattungen der Faktoren« Ea ist nun, um das Gesetz in seiner 
ganzen Allgemeinheit darzustellen, nur noch die Beschränkung auf- 
zuheben, daas die Faktoren des abzuschattenden Produktes reine 
Grössen sind. Sind dieselben Beziehungsgroasen , deren Beaie* 
hungaryatem (K) identianh ist mit dem BezmhunensyeteuMi = den ein- 
gewandten Produktes und sind ja und v die Gradsahlen Jetter 'fet 
ziehungsgroasen , M und N ihre eigenthunüichen Werthe in Bezog 
auf daa Mass K, so wird sich des Produkt in der Form 

Kf*M.K r N 
da*eteJ!etthusen. 1HeaProanktistnunnach$138a^ 

oder, wenn M.N gleich K.I ist, gleich K Ä + r K.L BeaeicjineD 
wir die A^eohaätungen mit Axeenten und nehmen dieselben entweder 
dur c hw eg als äussere oder durchweg als eingewandte an , an ist die 
Abschattung des obigen Produktes 

— ir* + *.ur.jr I 

— K'*M\K' r 2r, 
d. h. gleich dem Produkte der Abschattungeo. ^dJeogik nun dai 



yt 
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Gesetz, auch noch, wenn die Faktoren Besftehfcngsgröesen sind, deren 
Bestiehttngssyeteifrjnit- dem Bezielmngssyateme des, eingewandte* 
ProduJs^, Zusammenfällt. Dftaus folgt nma'aueh, dass ea ftr reine 
cingewaifdte Produkte aus beliebig vielen Faktoren gut. .NsttMe* 
wir nun eile überflüssigen Beex&^ltakangen aufgehoben haben, können 
wir das Gesetz in seiner gangen ABgemnmheit hinstellen t 

k >jBie Abschattang des Produktes ist gleich dem Produkte «ig 
....- den Absehettnngea seiner Faktoren , wenn für eile abzuschat*» 

(enden Grössen, sowohl 'der Sim* der Abschaltung als auch das 

Beziehungssystem dasselbe iat. u 
Wir sagen ntolicb, dass der Sinn der Absehattnng mehrerer Grössen 
derselbe sei, wenn nicht nur Grundsystem und .Leitsystem dieselben 
sind, sondern auch die Abschattungen entweder sUmmUich äussere» 
oder slmaatlich eingewandte sind« 

§ 154. Daraus, dass jede Gleichheit, welche swischeu den 
YieUachensummen einer Reihe von Grössen stattfindet, auch bestehen 
bleibt, wenn man stajbt der Grössen ihre Abschattungen setzt, oder 
mit andern Worten, dass die Abschattungen in derselben Zahlen- 
relation stehen wie die abgeschatteten Grössen , . folgt , dass die Ver- 
wandtschaft iwischen den Abschattungen und den abgeschatteten 
Grössen eine besondere Art einer allgeiueinereu Verwandtschaft ist, 
welche darin besteht , dass die zwischen einer Reihe von Grössen 
herrschenden Zahlenrelationen auch für die entsprechenden Grossen 
der zweiten Reihe gelten; und wir wollen daher diese allgemeinere 
Verwandtschaft der Betrachtang unterwerfen. Es tritt jedoch diese 
Verwandtschaft erst in ihrer ganzen Einfachheit hervor, wenn die 
Beziehung eine gegenseitigeist, d.h. wenn jede Zahlenrelation, welche 
zwischen Grössen der einen Reihe , welche von beiden es auch sei, 
stattfindet, auch zwischen den Grössen der andern Reihe herrscht $ 
und. zwei solche Vereine von entsprechenden- Grössen, welche in 
dieser gegenseitigen Beziehung zu einander stehen; nennen wir af fia?), 
DseetikCtegenseitigkeit der Beziehung fuhrt das Gesetz herbei, welches 



*) Der Begriff der Affinität , wie wir ihn hier aufstellten , stimmt mit 
dem gewöhnlichen Begriff derselben in sofern überein , als er auf dieselben 
Grössen- angewandt, auch dieselbe Beziehung darstellt; ihr Begriff ist hier 
nur in sofern allgemeiner gefasst, als er sich auf andere Grössen übertragen 
lXsst. i:! . • / 
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überall jede einteile Beziehung auszeichnet , tue nantiieh, 
zwei Vereine vtm Gifteten A und B mit einem dritten C affin sind, 
sie es auch unter sieh sind. In der That , dn dann jede Relation in 
A Mdi in C stattfindet, und jede Rektion, die in C stattfindet, «neb 
in B herrscht, so man «neh jede Relation in A zugleich in B statt- 
finden , und ans demselben Grande jede Relation, die in B herrscht, 
zugleich in A stattfinden, d. k A und B sind einander afin. — 
Es fragt sieb nun, wie man an einem beliebigen Vereine *en Grössen 
Oberhaupt einen andern Verein bilden kann , welcher mit jenem in 
derselben Zahlenrelation stehe, und ins Besondere einen selchen, 
bei welchem diese Besiehung eine gegenseitige ist, cL b. welcher 
dem enteren affin sei. Hat man in dem gegebenen Vereine n 
Grossen (derselben Stufe), «wischen denen keine Zahlenrelation statt- 
findet, als deren Vielfachensummen sieh aber die übrigen Grossen 
jenes Vereins darstellen lassen, 00 Hast sieh zeigen, dass man, am an 
einem «weiten Vereine su gelingen, welcher dieselben ZaMeewela- 
tionen darbietet, die in dem ersten Vereine herrschen, in dem zweiten 
Vereine n beliebige Grössen , welche unter sich von gleicher Stufe 
sind , als jenen n Grössen entsprechende annehmen kann, dann aber 
in jeder andern Grosse des ersten Vereins die entsprechende im 
zweiten findet, indem man die erste als Vielfachensumme janer n 
Grossen der ersten Reihe darstellt und dann in dieser Vielfaehen- 
summe statt jener n Grössen die entsprechenden der a w eit en netzt, 
dass aber diese Beziehung nur dann und immer dann eine gegen- 
seitige ist, die Vereine also einander affin sind, wenn zugleich die n 
Grössen des zweiten Vereins keine Zahlenrelation unter sich zulassen. 
Die Richtigkeit dieser Behauptung beruht darauf, dass, wenn a 
Grössen in keiner Zahlenrelation stehen , d. h. keine derselben sieh 
als Vielftobeneumme der übrigen darstellen Hast, und dennoch eine 
VieUach^nsumme dieser Grössen gleich null sein soll, nothwendig 
alle Koefficienten dieser Vielfachensumme einzeln genommen gMeb 
null sein müssen ; denn hatte einer von ihnen einen geltenden Werth, 
so würde die Grösse, der er zugehört, sich als Vielfachensumme 
der übrigen darstellen lassen, was gegen die Voraussetzung ist 
Aus diesem Satze nun ergiebt sich die Richtigkeit der obigen Be- 
hauptung sogleich. Denn sind a , b , c . . . irgend welche Grössen 
des ersten Vereins, zwischen denen eine Zahlenrelation 
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«a-j-/W>-f-....~ 
stattfindet, und mmn drückt a, b,.... als Vfelfechensumnie jener 

n Grössen des erste» Vereint r, r n aus , so wird sich jene 

Gleichun g in der Form 

et 1 \ + fc*i + ------- 

darstellen lassen, in welcher nach dem so eben erwiesenen Satze 
alle Koeffieienten null sein müsse n ; aiso 

?t— 0,fj— 0,... 

Diese Grössen o t , ft , sind nur von den Koeffioienten ä, /fr , . . . ■„ 

and von den Koeffieienten der Vielfaohensumine, in welcher a, b, . . . ► 

dargestellt sind, abhängig. Sind nun a' , b' und r\, r\ , . . . . 

die entsprechenden Grössen des «weiten Vereins, so müssen a', 

V, aasa, b,... dadurch hervorgehen, dass man in den Viel** 

faehensummen , welche a, b. . . darstellen, statt r t , r* , ... die ent- 
sprechenden Grössen r t , r' t , .... setat. Polglich wird der Ausdruck 

oa + Jb'-f — p, r t +P, r,-f 

sein, undakodaOf, £ t ,,.... einzeln genommen null sind, selbst 
gleich null sein müssen, also 

a*-f-/0b'-f.... — 0, 
d. h. zwischen den Grössen des zweiten Vereins bleibt jede Zahlen- 
relation bestehen , welche zwischen denen des ersten besteht. Bind 
nun die Grössen r t . . . r „ gleichfalls von der Beschaffenheit , das* 
zwischen ihnen keine Zahlenrelation stattfindet, bo lSsst sich ebenso 
der B^tckschluss machen , die Beziehung kt also dann eine gegen- 
seitige, und die beiden Vereine von Grössen sind einander affin. 
Hingegen herrscht zwischen diesen Grössen r' t . . . . r n eine Zahlen- 
relation , so ist klar , dass man , da diese Relation zwischen den 
entsprechenden Grössen des ersten Vereins nicht stattfindet, auch 
nicht von dem Herrschen einer Relation innerhalb des zweiten 
Vereins einen Schluss auf das Fortbestehen derselben im ersten 
machen darf, dass vielmehr die Beziehung dann nur eine einsei- 
tige ist. 

§ 166. Wenn nun zwei Vereine entsprechender Grössen ein- 
ander affin sind, so werden auch die Produkte aus den Grössen 
des einen Vereins den entsprechend gebildeten Produkten des an- 
dern Vereins affin sein , wenn nur die Multiplikationsweise , durch 
welche diese entsprechenden Produkte gebildet sind , in beiden Ver- 
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• 
einen in dem Sinne genommen ist, das* das Produkt dann, aber 

auch nur dann als null .erscheint, wenn die Faktoren in einer Zahlen- 
relation «u einander stehen. Ist nämlich die Multiplikation im 
dieser Weise angenommen , so kann zuerst zwischen den vertchie- 

denen Produkten, welche sich aas den n Grössen A t A n des 

einen. Vereins, die in keiner Zahlenrelation acn einander standen, 
bilden lassen, gleichfalls keine ZahiearelaCkm stattfinden; <L h. *s 
kann keins dieser Produkte sieh als Vielfachensumme der übrigen 
darstellen, lassen. Denn gesetst es wäre dies der Fall, so kennte 
man in der. Gleichung, welche jenes Produkt i. B. A| A* A* als 
Vielfachensumme der übrigen darstellt $ jedes Glied mit den sauuat* 
liehen Faktoren A^ . . . A n multipjiciren, die jenes Produkt nicht ent- 
hält j durch diese Multiplikation werden dann alle übrigen Produkte 
mit Ausnahme dessen, was ak VielfacheneunMne der Übrigen er- 
scheinen soll, null, weil in ihnen wenigstens einer von den hinau- 
tretenden Faktoren schon unter den vorhandenen Faktoren vorkommt, 
also nun «wischen den Faktoren Gleichheit . also auch eine Zahlen- 
relation statt findet ; man erhält daher die Gleichung 

d. h. »wischen Aj . . . . A n würde eine Zahlenrelation statt finden 
müssen, was wider die Voraussetzung ist Betrachtet man nun ferner 
ein Produkt P.Q.R, dessen Faktoren Grössen jenes Vereins, 
also als Vielfachensummen von A t . . . . A n darstellbar sind , so wird 
auch dies Produkt, wenn man die einseinen Faktoren als Vielfkohea- 
summen darstellt , gliedweise durchmultiplicirt und die Faktoren der 
einzelnen Glieder gehörig ordnet, als Vielfachensumme der aus den 
Faktoren A4 .... An gebildeten Produkte erscheinen. Sind nun in 
dem andern Vereine A' t . • • • A' Ä als die den Grössen A| . • • . Ab ent- 
sprechenden angenommen, und werden als die ihren Produkten 
A| A* A§, etc. entsprechenden Grossen die Produkte der entsprechen* 
den Faktoren A\ A' s A' t angenommen (was verstattet ist, da awi- 
schen jenen Produkten des ersten Vereins keine Zahlenrelation statt- 
findet), so wird dem Produkte P . Q . R das Produkt P\ Q' . R' der 
entsprechenden Faktoren gleichfalls entsprechen. Denn man erhält 
aus P.Q.R das Produkt P'.Q'.R', wenn man, nachdem P, Q, B 
als Vielfachensummen von A 4 . . . . A* dargestellt sind, statt A f . . . A B 
die entsprechenden Grössen A' t . • • A' B »etat. Das Gesetz des Durch- 
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multiplkirens ist nun rar beide Produkte dasselbe, jedes Produkt 
ferner zwischen A t . . . . A B , was gleiche Faktoren enthält und somit 
null wird , hat auch zum entsprechenden Produkte ein solches , was 
null wird; und darin liegt, dass auch dasselbe Vertauschnngsgesets 
herrscht, indem (A+B) (A-f B) oder AB-fBA in beiden Fällen 
null ist, also die Faktoren nur mit Zeichenwechsel vertauschbar sind. 
Baraus nun folgt, dass, wenn PQE als Vielfaohensunune der aus 
den Faktoren A* . . . A* gebildeten Produkte erscheint , man daraus 
P' Q'B' erhält, indem man statt A t . . . A n die entsprechenden Grössen 
A\ . . . A'a , oder statt der aus den ersteren gebildeten Produkte die 
aus den letzteren gebildeten setzt. Hierin liegt nun vermittelst des 
obigen Gesetzes, dass die Produkte des zweiten Vereins in derselben 
Zahlenrelation stehen, wie die entsprechenden des ersten, und 
dass also, wenn die beiden Vereine einander affin sind, auch die 
Produkte des einen Vereins den entsprechenden des andern affin sind. 

§ 156. Es giebt unter den bisher betrachteten Multiplikations- 
weisen nur zwei, welche der im vorigen Paragraphen ausgesprochenen 
Bedingung genügen , dass nämlich das Produkt dann und nur dann 
als null erscheinen soll , wenn zwischen den Faktoren eine Zahlen- 
relation herrscht, das sind nämlich erstens die äussere Multipli- 
kation von Grössen erster Stufe und zweitens die eingewandte 
Multiplikation von Grössen (n — l)ter Stufe in einem Hauptsysteme 
n-ter Stufe und in Bezug auf dasselbe. Dass die übrigen Mnltipli- 

, welche wir bisher kennen gelernt haben , nicht den 
;en des vorigen § genügen, leuchtet sehr bald ein. Zwar 
würde das in jenem Paragraphen dargestellte Verwandtschaftsgesets 
ein vortreffliches Mittel darbieten, um in die Bedeutung des formalen 
Produktes, welches wir bisher nicht der Betrachtung unterworfen 
hatten, hineinzudringen ; doch wollen wir uns durch solche Betrach- 
tangen, welche uns jedenfalls in schwierige und weitläufige Unter- 
suchungen verwickeln würden, nicht den Baum für andere wichtigere 
Gegenstände verkürzen; und wir bleiben daher bei den beiden Fällen 
steheni auf welche unser Gesetz direkte Anwendung erleidet 

§ 157. Wir gelangen durch Anwendung des in § 155 dar- 
gestellten Gesetzes auf die beiden in § 156 aufgeführten Multipli- 
kationsweisen zu zwei Hauptgattungen der Affinität, nämlich der 

direkten und der reciproken, indem eines Theils den Grössen 

16 






Stufe des «a Vmi Grimm armer Senfe 4« 
aad andern Tbeüs 4ea PrlSssen erster State 
Vereins OrBmaa (a— l>er St. An andern «taprahn, wen* jäte 
Vera» am Spatem n-ear Stufe •!• Hupte?*"» darbietet Wir 
körnen daher feinenden Hnanmnta der Affinität ame piauheu: 

„wenn ats aa n ▼oe ernanner aaninasagageB ursssen €nv 
Stafe n gleichfalls »on einander inmhhlBgige Gramen crater Stafe 
s Grossen {n— ljesr Stafe, welche fiocii System 



Werth hat, ak eaanauihumUi üat, ao baden die 
tnlsnieenfsidaB Gifteten durch dieselben Gimiifaerknllprangen 
gebfldeiea Grame n awei einander affine Vereine vm Climen, 
aad jede Grimdgleiehang, wekhe aw iath e a den Primae des 
amen Vereine besteht, bleibt auch bestehen, wenn man itatt 
dieser Grossen die entsprechenden des andern ■etat. Im ernten 
falle Weissen beide Vereiae diiekt affin, im aaei i en reeiprok 



u 



Dieser 8ata ist tob es allgemeiner Geltung, da« er, wie wir 
enatmhiB aeigen werden, die allgeme ins te n line ar e n Verwandtschaften, 
wie die Kottmeatiaa and RednroeHlt wafer nleh begreift, mal das 
tellrtfndlgm Begriff dieser Verwandtschaften, wekhebei der gewöhn- 
lichen Aeflamanftiieiiiii aar in navollko minm e t G est al t herrertretee, 
darstellt. NnineutlaJ i liegt in d ie s em Satse, daas, weanm Giomc a 
des einen Vereins irgend einem System angehören, dann nach die 
entsprechenden Gromea des andern Vereins bei der ^ s ^ afa Mi a#s»aafc 
omem ojvcem ootssinen ocaie aagenoren, nei oer reonroaxsa emem 
(System von ar gm ia nadar Stafe, weil nimfieh das Prodakt derselben 
gwiifiaieirig neu wira. 

§ 16$. Wir haben mm die Absehattaag als beseadare Art 

der 1 Ftanwii Zahknrelatkm and der Affinität darsnstellea, aad 

ansageben, in welchem Falle die allg emein e Verwandtschaft in diese 
be s on dere ttbergeat. 

Wenn aaernt awisehea den Grossen enter Stafe eines Vereins 
A dieselben Zahlenralatioacn statt finden , wekhe awisehea den ent- 
sneeeheadan Glossen erster Stafe eines andere Vereines B 
So £ragt siefa, welcher Bedingmag beide Vereine unterworfen 

der erste Verein A angMeh die Ahsrhsttang des 
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zweiten B sein soll. Nennen wir das System, welches einen Verein 
von Grössen erster Stufe zunächst umfasst, das System dieses Vereine, 
so leuchtet ein, das* A nur dann die Absohattang von B sein könne, 
wenn in demjenigen Systeme C, welches den Systemen beider Vereine 
gemeinschaftlich ist, die entsprechenden Grössen beider Vereine zu- 
sammenfallen, d. h. einander gleich sind, wie dies unmittelbar ans 
der Idee der Abschattung hervorgeht. Wir können aber auch aeigen, 
das*, wenn diese Bedingung eintritt, auch jedesmal der Verein A ah 
Absehattuag des Vereines B anfgefasst werden könne, und der Sinn 
der Abschattimg dann bestimmt sei. Um dies zu beweisen, können 
wir zuerst das System von B als Kombination des gemeinschaftlichen 
Systemes C mit einem davon unabhängigen Syeteme darstellen. 
Dies System , welches dann zugleich von dem Systeme des Vereines 
A unabhängig sein wird , sei von m-ter Stufe, d. h. es sei durch das 
äussere Produkt von m Grössen erster Stufe b t . . . . bm dargestellt, 
welche alle von einander unabhängig sind. Wird nun vorläufig L 
als das Leitsystem angenommen, und sind s^ .... am die den Grössen 
bt . . . b m entsprechenden Grössen des ersten Vereins A , so erhält 
man , wenn zugleich aj . . . . a^ die Abschattungen von b| . . . b m nach 
dem) Leitsysteme L sein sollen, die Gleichungen: 

L.af «=L.bj , L . a m »»L. b m , 

oder 

L.(a!— b,)«0, .♦ L.(a m — b„) — O; 

d. h. die Grössen (a^ — b t ), (am — b m ) sind dem Leitsysteme unter- 
geordnet. Es sind aber diese Grössen sowohl von einander als von 
dem Systeme des Vereins A unabhängig. Denn fände eine solche 
Abhängigkeit statt» so würde auch eine Vielfachensumme vons^ . . . a m 
und den andern Grössen erster Stufe, die dem Vereine A angehören, 
als gleich erscheinen einer Vielfachensumme der Grössen b| . . . b m , 
d. h. es würde in dem Systeme b i .b 9 ...wb m eine Grösse geben, 
welche eben Systemen beider Vereine gemeinschaftlich wäre , d. h. 
dem Systeme C angehörte , was wider die Voraussetzung ist , indem 
jenes Produkt von C unabhängig angenommen ist. Da nun die 
Grössen (af — b 1 )...(a m -~b a ) von einander unabhängig und dem 
Systeme L untergeordnet sind, aoist auch ihr äusseres Produkt diesem 
Systeme nMergeevdnet; und wenn wir annehmen, dass da« Leitsystem 

nicht von höhener als m4er Stufe ist, so folgt, dass es durch jenes 

16* 
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dieGwltig- 



Prodnk? dargestellt, also ToHhommfni 
Worten, es ist (kn der Sinn du 
daher L jenem Produkte gleich, so folgt 
keit der Glmchnmgen 

I*»aj «■■L». b| v* e. w^ 
«ad dal» Tom dem Systeme tob A imssmlngig ist, so folgt, da» 
a,...a« m der Tktt die Abschaltung rem b, , . . b. auf 
A nach dem L cüs f slem e I» sind. Kn 

B tigernd eine andere Grosse erster Stufe b an, so 
dieselbe ak TuMMchrnmimn* rim kmGiGmm bj . . .^ 
Crossen, die dem Systeme C angehören, darsteilem 
wird die entsprechende Grosse a des ersten Veren 
spreebeade V ie l fe c hein u imin e tob den 
Vereins darstellen lassen, d. h. als entsprechende Vi 
tob den Abschätzungen jener Grossen erscheinen, oder sie selbst ist 
dmAbsehattamg jener ersterem. Wii bslirn munil ihn Tal ■ gunimmiB 
„Wenn zwischen den Grössen erster Stufe eines Verein« (A) die- 
selben ZsJüenrelmtionen stattfinden, welche mischtB dem ent- 
sprechenden Grossen enter Stufe eines andern Tim ins (B) 
berrseben : so ist der erste Verein ( A) dämm and mmr dämm als 
Absehattung des a w eit en (B) aiifmfssstn, wenn in dem gemein- 
schaftlichen Systeme beider Vereine die entsprechenden Grossen 
insammenfellen ; nmd zwar ist dann der 8imn der UliwbsIlMn^ 
ToUkommen bestimmt."' 
Als unmittelbare Folgemmg ans diesem Setse geht herror, „dam 

nmd nur dämm der esne ak Ab- 




sehattung d^ 

Systeme beider Vereine je 

feilen, nmd dam dämm jeder tob beiden V 




§ 159. Um die 



beiderlei Art in der Eherne 
sm drei nicht in 



wird es genügen, afiame V 
am betrachten. Es ist klar, wie 
ie lkf/miUn .Pnnl tgrfmmn (die 
kflnnen) drm hehehsgfi ebenfalls 
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aus jenen entsprechenden Grössen auf gleiche Weise gebildeten Viel* 
faehensummen , oder deren auf gleiche Weise gebildeten Produkte 
als entsprechende Grössen setzt. Eben so erhalt man zwei reciprok 
affine Vereine, wenn man an drei Elementargrössen erster Stufe, die 
nicht in gerader Linie liegen , drei Liniengrössen , deren Linien ein 
Dreieck begränzen, ab entsprechende annimmt, und ausserdem je 
zwei durch dieselben Grundverkntipfungen ans ihnen .erzeugten 
Grössen als entsprechende setzt Es ist aus dem Früheren klar, wie 
im ersten Falle dreien Punktgrössen des einen Vereins, die in gerader 
Linie liegen , auch drei des andern entsprechen ,' die gleichfalls in 
gerader Lüde liegen, und eben so dreien liniengrössen des einen, die 
durch Einen Punkt gehen, drei des andern entsprechen, welche gleich* 
falls durch Einen Punkt gehen ; wie ferner im zweiten Falle dreien 
Punktgrössen des einen Vereins , die in Einer geraden Linie liegen, 
drei Liniengrössen des andern entsprechen , die durch Einen Punkt 
gehen und umgekehrt. Dabei ist jedoch festzuhalten, dass die Punkt* 
grossen auch in Strecken , die Liniengrössen in Flächenräume um* 
schlagen können. 

§ 160. Unsere bisherige Betrachtungsweise unterscheidet sich 
von der gewöhnlichen geometrischen Anschauungsweise dadurch, dass 
wir die Punkte nicht für sich, sondern behaftet mit gewissen Zahlen* 
koefficienten , die wir Gewichte nannten , anffassten ; und dies war 
noth wendig, damit sie eben als Grössen erseheinen konnten. Der 
Punkt selbst erschien entweder als solche Grösse mit dem Gewichte 
1 , oder als System , dem die Grösse angehörte. Ebenso mussten 
die Linie , die Ebene , der Raum , wenn sie als Grössen erscheinen 
sollten , einen bestimmten Masswerth darbieten , und so als Linien* 
grosse, Plangrösse und begränzter Körperraum aufgefasst werden. 
Es ist besonders die erste Betrachtungsweise (der Punkte als Grössen), 
welche von der gewöhnlichen gänzlich abweicht. Es bleibt uns 
daher jetzt noch besonders übrig, für die in diesem Kapitel darge- 
stellten Gesetze jene Differenz auszugleichen. Wir knüpfen diese 
Betrachtung an die allgemeine Verwandtschaft der Affinität, und 
nennen zunächst die entsprechenden Systeme zweier affiner Vereine, 
linear verwandt, und zwar wenn jene Vereine direkt affin sind, ae 
nennen wir die Vereine ihrer Systeme kollinear verwandt, und wenn 
sie reciprok affin sind, reciprok verwandt; oder um diese Begriffe 



»gleich auf die- Geometrie an übertragen, 

, Plugin«) 
stehen, so n a — a n wir die Vi 

Wir haben 

den sjifgsfuhrten Namen 
tfossnv, der Begründer dieeer allgemeinen Vi 
theorie, stallt ab den Begriff der Koffineatiom auf*), 
ebenen oder körperliehen Binnen , weiche in di e— Vi 
stehen, jedem Paukte des einen Baames ein Punkt in 
Baume dergestalt entspricht, dass wenn man in 
eine beliebige Gerade sieht, Ten allen Paukten, 
Geraden getroffen werden, die entsprechenden Pnnkie den 
Baumes gleichfalls durch eine Gerade 
Hieraus folgt vermöge der in den vorigen Paragraphen 
Geselle, dass in der That die Systeme, welche den 
Grossen zweier direkt affiner Vereine angehören, awei ■nllineeif 
Vereine in dem von Möbios dargestellten Sinne bitten: aber auch 
umgekehrt liest sieh aeigen, dass, wenn awei ftlunni in ilieism Smne 
als kollinear verwandt erscheinen, die 
mk solchen Gewichten behaftet werden können, dum die Vi 
so gebildeten Grossen einander affin sind; oder 
Blume, welche nach dem Prsnein der 




§ 161. Um dies sueat ffir dm Ebene au 

Punkte in der etnen Ebene an, von denen keine dm 



der gsetehen Kosntrukmusen i'eistsltet mt, wen der tssito Punkt 

lineeie susnstiulnuu nMnmgt : Ann 
den Punkten eolnue Gewichte 
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Elementargrössen; nimmt man nun diese 3 Paar* von Elementar* 
grossen ah einan d er entsprechende Grössen aweiec affiner Vereine 
an, so sind auch die< beiden vierten Punkte entsprechende Grössen 
derselben Vereine» Nun erhält man nach dem Prineip der gleichen 
linearem Konstruktion aus 4 entsprechenden Punktenpaaren ABCD 
und ABCD' zweier kollinearer ebenen Bäume (Fig. 16. u. 16.) 
ein neues Paar durch das Kreuzen der entsprechenden Linien AB 
und CD einerseits, nnd A'B' und CD' anderseits, indem der eine 
Kjreuxpunkt, da er sweien Graden des einen Vereines angehört, auch 
als entsprechenden Punkt denjenigen Punkt haben, muss, welcher 
dan entsprechenden Geraden des andern Vereines angehört, ah» den 
Kreuzpunkt beider Geraden, Sind nun die zu jenen, Elementen 
gehörigen Elementargrösaen a» b, c, d und a', b', c , d' einander affin, 
sa sind es auch die Produkte ab . cd und a'b' . cd (nach § 167) , und 
die Elemente dieser Produkte , d. h. die oben baseiehaeten Kreon» 
punkte, sind also dann auch nach dem Prineip der gleichen Zeiger 
einander kollinear. Also je swei Elemente, welche in der Ebene 
sieh als entsprechende nach dem Prineip der gleichen. Konstruktion 
nachweisen lassen, sind es auch nach demPrineip4er gleichen Zeiger* 
§ 162. Entsprechend lässt sich der Sata für Körperräume 
nachweisen, indem man dann nur statt jener vier Punktenpaare 
fünf solche nimmt, von denen keine vier in Einer Ebene liegen. 
Dann zeigt sich, wie nach dem Prineip der gleichen Konstruktion 
jeden vier Punkten des einen Vereins, welche in Einer Ebene liegen, 
auch vier Punkte des andern entsprechen müssen, welche gleichfalls 
in Einer Ebene liegen« Denn vier Punkte, welche in derselben 
Ebene liegen, müssen sich so verbinden lassen, dase ihre Verbindungs- 
linien sich kreuaen; diesem Kreuzpunkte muss dann auch ein Kremv 
punkt dar entsprechenden »Verbindungslinien des andern Baume» ent- 
sprechen, also müssen auch diese Verbindungslinien , also auch die' 
Punkte» welche durch sie verbunden werden, in Einer Ebene liefe*. 
Sind nun A, B, 0, D, E und A',B',Cr,D',E' die fltnf eptypreehenden 
Punktenpaare, so wird nach dem Prineip der gleichen Konstruktion 
dem Durchschnitte der Ebene ABC mit de« geraden Linie DE der 
Durchschnitt von A'B'C mit D'E' entsprechen,. Nun können wir 
gana auf dieselbe Weise, wie vorher, den fünf Punktenpaaren solche 
Gesrfchte geben, fess die so entstehenden Älenientargrössen a, b> e, 



SM 
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reziproken Gebilde es euch nach dem Princip der gleichen Zeiger 
sind , indem sich dies genau auf dieselbe Weise ergiebt, wie es eich 
oben flfcr die Kolüneation ergab. 

§ 164. Setzen wir drei Punkte, die nicht in einer geraden 
Linie liegen , entsprechend mit drei Punkten , die auch nicht in ge- 
rader Linie liegen, und bilden daraus durch gleiche Zeiger zwei 
Vereine entsprechender Grössen: so wird das Gewicht einer jeden 
Grosse die Summe ihrer 3 Zeiger, also das Gewicht zweier ent- 
sprechender Grössen dasselbe sein ; es erscheinen also auch die Punkte 
selbst überall als entsprechende Grössen, und es herrscht also zwischen 
den Vereinen der entsprechenden Punkte selbst Affinität Daraas folgt, 
dass, wenn a, b, e drei in gerader Linie liegende Punkte, e', b', e drei 
ihnen eat8prechendePunkte eines affinen Punktgebildes sind, dann nicht 
nur auch a , V, c , in gerader Linie liegen, sondern auch die zwischen 
ihnen befindlichen Abschnitte proportional sein müssen, denn wenn 

ab ™ mbe, 
ist, wo m eine Zahl vorstellt, so wird auch nach dem allgemeinen 
Gesets der Affinität 

aV — mb V 
sein, und nach der Annahme sollten auch a', b', c Punkte sein, wenn 
a, b, c es waren. Es fallt somit unser Begriff der Affinität mit dem 
sonst üblichen Begriff derselben zusammen , sobald er auf dieselben 
.Grössen , nämlich auf blosse Punkte (mit gleichen Gewichten) ange- 
wandt wird« Die Erzeugung affiner Punktvereine tritt noch klarer 
hervor, wenn wir Parallelkoordinaten zu Grunde legen, oder nach 
unserer Benennungsweise, wenn wir zu einem Punkt und zwei 
Strecken des einen Vereins in dem andern Vereine einen Punkt und 
zwei Strecken als entsprechende setzen ; und dann die entsprechende« 
Grossen durch gleiche Zeiger ezzeugen: dann wird das Gewicht dieser 
Grossen gleich dem zu jenem Punkte gehörigen Zeiger sein, und 
also gleich 1 erscheinen, wenn jener Zeiger der Einheit gleich wird. 
Zieht man somit in dem einen Gebilde von einem Punkte aus zwei 
Strecken , und in dem andern von dem entsprechenden Punkte aus 
zwei entsprechende Strecken, und setzt diese Strecken als Richtmasse 
für die Biczssttteke der demselben Gebilde zugehörigen Punkte, so 
haben die entsprechenden Punkte beider Vereine stets gleiche Ge- 
wichte; und zugleich sind dadurch aus 3 Paaren entsprechender 
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Punkte alle übrigen, entsprechenden Punktenpaare zweier affiner 
Punktgebilde bestimmt. 

§ 165. Was die metrischen Relationen zweier kolnmeeree 
Punktgebilde betrifft, so sind diese auf eine kochst einsacke 
dadurch ausgedrückt, dass 

„jede Grundgleichung , welche unabhängig ist ron den 
wertken der darin vorkommenden Grössen T bestehen bleibt, 
wenn man statt der Grössen die entsprechenden eines koilinearea 
Vereines setst" 
Nämlich da man diese Masswerthe auch so setaen kann, dass beide 
Vereine von Grössen affin werden, und ftbr affine Groaeesrrereine che 
Geltang dieses Satzes erwiesen ist, so gilt er nun unter jener Voran* 
setsung auch für kollineare Vereine. Eine speeielle Folgerung dissei 
allgemeinen Satzes, welcher die metrischen Relationen, welche 
zwischen kollinearen Gebilden herrschen, in ihrer ganzen Vollständig- 
keit umfasst, ist z. B. die, dass jeder Doppelquotient zwischen Tier 
Grossen A, B, C, D, welcher einen Zahlenwerth darstellt, auch den- 
selben Zahlenwerth behält, wenn man statt ABCD die entsprechenden 
Grössen A'B'CD' eines kollinear verwandten Gebildes setst ; nämlich 
ein solcher Doppelquotient, da er sieh in der Form 

AB CD 
— . — ^m 
BC DA 

darstellen lässt, ist unabhängig von dem Masswerthe der 4 Oiässen 

A, B, C, D, weil jede im Zähler und Nenner einmal vorkommt, »ssr* 

lieh wird, wenn man diesen gleich einer Zahl m setzt, diese Gleichung 

auch fortbestehen, wenn man statt der Grössen A, B, C, D die ihnen 

kollinear entsprechenden Grössen A', B', CT, D' setst, und sann hat 

AB CD AB' CD' 



/ • 



BCDA B'C'D'A' 
Namentlich hat man, wenna, b, c, d Punkte einer gemden Iinis 
sind, und a', b', c, d' die entsprechenden, 

ab cd aV e'd' 

be da b'c' da' * 
Eben sa ist, wenn A eine Iinis, b, e, d aber Punkte sind, welche mit 
A in derselben Ebene hegen und seihst unter einander in 
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bAoi b'A'cf 
Ae db A'c d'b' ' 
Ferner wenn A und gerade Linien, b nnd d Punkte sind, und A, 
C, b, din derselben Ebene liegen, so ist 

Ab Cd AV Cd' 



# • 



bC'dA b'C'd'A' 
Ferner vom A und C Ebenen, b und d Punkte sind, so ist 

Ab Cd Ab' Cd* 



/ • 



bO'dA b'C'd'A' 
Endlich wenn A, B, C, D Linien im Baume sind, so ist 

ABCD AB' CD' 
BODA^BV &A" 
Die hinzugefugten Bedingungen entsprechen uamlieh der jn dem all 
gemeineren Satze hinzugefügten Bedingung, dass der Doppelquotient 
eine Zahl darstellen solL 

§ 166. Wie sich nun die KolUneation aar Affinität verhalt, 
so verhält sich die Projektion zur Abschattung , indem, wie wir oben 
zeigten, bei Elementargrössen das System der Abschattnng die Pro- 
jektion darstellte. Es werden also auch alle Grundgleichungen, 
welche von dem Masswerthe ihrer Grössen unabhängig sind, bestehen 
bleiben, wenn man statt der Grössen ihre Projektionen setzt ; nament- 
lich werden auch jene Doppelquotienten bei der Projektion denselben 
Werth beibehalten. Wie ferner die durch Abschattimg ans einander 
erseugbaren Vereine eine besondere Art der Affinität darstellten , so 
werden nun auch die durch Projektion ans einander erzeugbaren 
Vereine eine besondere Art der KolUneation darstellen , und zwar 
können wir, wenn wir die durch Projektion aus einander erzengbaren 
Vereine perspektivische nennen, den Satz aufstellen: 

„Zwei kollineare Vereine sind dann und nur dann perspektivisch, 

wenn in dem Durchschnitte der beiden Systeme*, dem jene 

Vereine angehören , je zwei entsprechende Punkte zusamnMft* 

fallen, und der Sinn der Projektion ist dann bestimmt. u 

Dieser Satz ist eben nur eine Uebettragung des in § 158 für die 

Abseh&itmng aufgestellten Satsee. Namentlich folgt darem auch, 

dans zwei kellineare Linien, welche nicht in Bin** Eben» liegen, 

stete perspektivisch sind, weil sie sich nicht schneiden. Endlkh 

wfed in demselben Falle, in welchem die kollinearen Vereine «ngleieh 
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affin werden, die Projektion mit der Abfchattung identisch werden ; 
nämlich wenn die Abschattnng und die abgeschattete Grösse Punkte 
oder überhaupt Elementargrössen erster Stufe mit gleichen Gewichten 
darstellen. Dies wird dei Fall sein , wenn das Leitsystem ein Aus- 
dehnungssystem ist (oder anders ausgedrückt, als Elementar- 
system ins Unendliche fallt). Dieser Fall trat im ersten Abschnitte 
(§ 82) ein, weshalb dort Projektion und Abschattung zusammenfielen. 
§ 167. Fragen wir überhaupt danach, welche Gleichungen 
unabhängig sind von dem Masswerthe der Grössen geltender Stufe, 
die darin vorkommen , und welche also in der Projektion und über- 
haupt in der Kollineation bestehen bleiben, so sind es diejenigen, bei 
welchen jede Grösse von geltender Stufe, in demselben Gliede eben 
so oft als Faktor des Nenners vorkommt, wie als Faktor des Zählen, 
und nur diejenigen Faktoren, welche sämmtlichen Zählern oder 
Nennern gemeinschaftlich sind , können in den Gliedern beliebig oft 
vorkommen, wenn nur in allen gleich oft. Die einfachste Form einer 
solchen Gleichung ist daher 

«QA £QB 
PA "TpB -r •— u ' 
wo a , /£,... Zahlengrössen vorstellen , und wobei wir , damit die 
Gleichung einen bestimmten Sinn gewinne , annehmen müssen , dass 
die Nenner PA, PB, ... . einander gleichartig sind, ohne null au 
werden. Setaen wir dies voraus, und nehmen wir Q gleich der Einheit, 
wodurch die Gleichung übergeht in 

PA^PB^' •"" ' 
so nennen wir dieselbe eine harmonische Gleichung, «*,/£,... 
die harmonischen Koefficienten (härm. Gewichte) , die Systeme von 
A, B,. .. die harmonischen Systeme, P das Polsystem. Verstehen 
wir unter A, B, . . . blosse Systeme, so schreiben wir die Gleichung 
auch so: 

P 

aA+/*B-f-....— 0, 
und sagen, der Ausdruck aA-}-/£B -}-... sei in Bezug auf P gleich 
null. Die Bedingung, dass die Grossen PA, PB.... alle «Baader 
gleichartig sein müssen, ohne null zu werden, ktanen wir auch so 
ausdrücken, dass Ar alle diese Produkte das naVshstmmfassende Systam 
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und das gemeinschaftliche System der Faktoren dieselben sein müssen. 
Wenn das iiächstumfassende System in allem dasselbe sein soll, so 
beisst das, es muss dasselbe zusammenfallen mit demjenigen Systeme, 
was die sämmtlicben Grössen P , A , B , . . % . zunächst umfasst , d. h. 
mit dem Hauptsysteme der Gleichung. Wenn das gemeinschaftliche 
System in einem jener Produkte, also auch in allen von nullter Stufe 
ist, so sind die Produkte äussere, und dann, aber auch nur dann sind 

«A 

die Werthe der Quotienten — u. s. w. bestimmte Grössen (§ 141). 

PA 

In diesem Falle nennen wir die harmonische Gleichung eine bar* 

manische von reiner Form. Aber obgleich in dem andern Falle die 

«A 

Quotienten — nur partiell bestimmte Werthe darstellen , so behält 

die harmonische Gleichung dennoch auch dann ihre bestimmte Be- 
deutung , welche m wir nun aufsuchen wollen« Da PA , PB , . . . . 
einander gleichartig sind, ohne null zu werden, so müssen sich solche 
Hasswerthe von A, B . . . . annehmen lassen, dass 

PA — PB — .... 
ist ; dann wird die Gleichung in der Form 

«A+/?B+.... 

PA ~ ü ' 

erseheinen , woraus man durch Multiplikation mit PA die absolute 
Gleichung 

«A + /0B + — 

erhält. Multiplicirt man diese Gleichung mit P, so erhält man 

(« + /*+. ...)AP— 0, d. h. 

a "4" ß 9 ^* • • • • ■■■ o 

oder 

„in einer harmonischen Gleichung ist die Summe der har- 
monischen Koeffieienten auf beiden Seiten gleich. 4 
Zugleich erhält man hierdurch ein Mittel, um denWerth o*S, welcher 
der Gleichung 

P 

«A+0B+ — tfS 

genügt, zu konstruiren, d. h. den harmonischen Koeffieienten und das 
harmonische System dieses Gliedes zu finden; nämlich erstens ist 

* — *+ß+... 9 
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zweites* ist, wenn A, B,.... so gross gemacht sind, daas die Pro- 
dukte mit P einander gleich sind, und such 8 in solcher Grösse an- 
genommen wird, nach dem vorigen 

«A+0B4-... — CS 
oder 

«A-^-pB-y* • • . # 
<S 
wodurch S selbst, wenn nicht etwa C null ist *), bestimmt, also auch 
das System von S bestimmt, die Bedeutung der harmonischen Gleichung 
somit nachgewiesen ist. Wir nennen das System toä S die harmonische 
Mitte zwischen den Systemen A, B , . . . . in Beeng auf die zugehörigen 
Koefficienten a, ß y . . . . und das Polsystem P, und dies System ver- 
bunden mit dem harmonischen Koefficienten («-{-/£-{-....) nennen wir 

die auf P bezügliche hannonisehe Summe von «A, ßB, 

§ 168. Im vorigen Paragraphen haben wir geneigt, daas eine 
harmonische Gleichung auch als absolute besteht, wenn man den 
Systemen solche Masswerthe beilegt, dass ihre Produkte mit dem 
Polsysteme einander gleich werden. Wir können nun auch umge- 
kehrt schliessen und sagen, „eine Gleichung zwischen Vielfachen- 
Summen von Grössen, deren Produkte mit einer und derselben Grösse • 
P gleichen Werth liefern, sei eine harmonische, wenn man die 
Koefneienten jener Grössen als harmonische Koefficienten der durch 
sie dargestellten Systeme , das System von P aber als Polsystem 
setzt. u In der That ist 

aA-f/*B-f- — öS 

die gegebene Gleichung, und ist 

PA — PB — ....— PS, 
so erhält man, indem man mit PS dividirt, und links statt die Summe 
zu dividiren die Stücke dividirt, indem man dann statt PS die ihm 
gleichen Ausdrücke setzt, die harmonische (Gleichung 



*) Ist <r null , and auch oA + ßB + . . . — , so ist 8 gSntfUeh unbe- 
stimmt, wie dies auch in der Idee der harmonischen Gleichung liegt. Ist 9 
null und oA -f ßB + . . . stellt einen geltenden Werth dar, so giebt es keinen 
(endlichen) Werth von S , welcher der Gleichung genügt ; da dann auch 
(«A 4- ßB + . . . .) P gleich null ist, so ist klar, dass das System, was jener 
8uinme entspricht, stich nicht der Bedingung mit P ein Produkt von gelten- 
dem Werthe zu liefern genügt* — . 
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«A jffB , t*S 

PA + PB + " ••"PS* 
oder 

P 

«A+jJB-j- -*0,. 

wo A, B, . » . nur noch blosse Systems vorstellen. Durch diese Sätsse 
ergeben sieb nun leicht die Umwandlungen, welcher eine tiarmo- 
niaehe Gfeiohung, welche in reiner Form enrihemt, fiärig ist. Zuerst 
leuchtet unmittelbar ein, dass min emaatheffa die aammtlichen harmo- 
nische* Systeme , andesntheik das Pokyetetn mit einem Systeme L 
äasserlioh kombiniren darf, welches vobl dem fisuptsyateme 4er ur- 
spruagliehen Gleichung unabhängig ist, eine daas die Gleichung auf- 
hört eine harmonische au sein. Denn wenn 

«A + /?B+.... = 

und 

PA — PB — .... 
ist, so ist klar, daas, wenn L von PA unabhängig ist und PA, wie 
wir voraussetzten, ein äusseres Produkt ist, auch 

LPA — LPB «*.... 
sei , also auch LP als Pokystem Angenommen werden könne , dass 
ferner 

aAL+i«BL-}- . . . .— 
und ic 

P Air «^ PBIi ■■■... . 

sei , «lab dteee -mit L kombinirte Gleichung noch in Bezug auf das» 
selbe Polarsten P eine harmonische sei. Ohne Vergleich wichtiger 
ab diese Umwandlungen sind. diejenigen, bei welchen man nicht 
aus dem Hauptsysteme der ursprünglichen Gleichung herausgeht. 
Setzt man nämlich P gleich Q . R, sei jes nun, das Q . R ein äusseres, 
oder dass es ein auf das Hauptayatem der Gleichung besuglichie* 
eingewandtes Produkt darstelle , ' so wird , da P . A als äusseres 
oder, auch als eingewandtes Produkt mnllter Staus beiraehtet wer- 
den kann, das Produkt Q..R. A. (nach i§ 139) ein reines, also 
gleich Q . (Ru A> sein. Multtplioiri enati daher die ursprttngKche 
Gleichung 

PA + 0B + ... — 0, 
zu welcher die BedingKagsgleiekun^n-- A»» 
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P.A — P.B~ ..., 
oder ' 

Q.(R.A) — Q.(R.B) — 

gehören, mit R, so erhält man 

aEA+/JRB-f ....— 0, 
welohe vermöge der Bedmgunspgleichuiigen m Beusg auf Q har- 
monisch ist* Also 

„Stellt neu das Polsystem einer reinen harmonischen Glei- 
chung ab Kombination dar, sei es als äussere, oder als einge- 
wandte auf das Hauptsystem der Gleichung bezügliche: so 
bleibt die Gleichung eine rein hannemisch*, wenn man das 
eine Glied jener Kombination mit den harmonischen Systemen 
kombinirt, das andere als Polsystem setst, alles Übrige aber 
unverändert lässt." 
Um die Allgemeinheit dieses Satzes und den Beichthum der Besie- 
hungen zu übersehen, welchen er in sich fasst, haben wir auch 
diejenigen harmonischen Gleichungen in Betracht au ziehen , welche 
nicht in reiner Form erscheinen. 
§ 169. Ist die Gleichung 

«A-f*/?B+ — 

mit den Bedingungsgleichungen 

PA — PB — .... 
gegeben , und sind die Produkte PA u. s. w. eingewandte : so läset 
sich die harmonische Gleichung , welche daraus hervorgeht , in rei- 
ner Form darstellen. In der That , wenn E das System darstellt, 
welches den Faktoren eines jeden dieser Produkte gemeinsehaftlich 
ist , so wird P sich als äusseres Produkt in der Form QE darstellen 
lassen, und man hat 

PA — QE.A — QA.E; 
also gehen die Bedingungsgleichungen über in 

QA.E=QB.E — ... 
oder, da E dem QA etc. untergeordnet ist, in 

QA — QB — ..., 
wo QA u. s. w. äussere Produkte sind; und die Gleichung ist also 
auch harmonisch in Bezug auf Q, d. h. 

Q 

a A-j- /HB + ....— .0, 
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und sie ist nun in reiner Form dargestellt. Also „eine unreine 
harmonische Gleichung bietet stets ein System (E) dar, welches 
den sämmtliehen harmonischen Systemen und dem Polsysteme der* 
selben (P) gemeinschaftlich ist, und man kann die Gleichung in 
reiner Form darstellen , indem man als Polsystem irgend ein System 
(Q) setzt , dessen äussere Kombination mit jenem gemeinschaftlichen 
Systeme (£) das ursprüngliche Polsystem (P) liefert u 

Da man nun aus den zuletzt gefundenen Bedmgungsgleichnngen 

QA — QB — ... 
für den Fall , dass A, B, . . . das gemeinschaftliche System £ haben, 
und £f dem E untergeordnet ist, die neuen Bedingungsglei- 
chungen 

QA.Et-~QB.Ei — ... 
oder , da Ei auch dem A , B , . . . untergeordnet ist, die Bedingung»» 
gleichungen 

QEt.A — QEjL.B-a... 
ableiten kann , so folgt , dass dieselbe Gleichung auch noch harmo- 
nisch ist in Bezug auf QEj. Daraus folgt, dass man in einer reinen 
harmonischen Gleichung das Polsystem mit einem Systeme , welches 
allen harmonischen Systemen untergeordnet ist, kombiniren, und 
diese Kombination als Polsystem setzen kann, oder allgemeiner 

„Wenn die harmonischen Systeme einer Gleichung ein System 
von geltender Stufe gemeinschaftlich haben , so kann man das 
Polsystem beliebig ändern, wenn nur dasjenige System, welches 
jenes gemeinschaftliche System und dieses Polsystem zunächst 
umfasst, dasselbe bleibt. u 
Nehmen wir ferner an, dass in einer reinen hararonischen Gleichung 
daa Polsystem demjenigen Systeme R, was die sämmtliehen harmo- 
nischen Systeme zunächst umfasst , nicht untergeordnet sei , sondern 
mit ihm nur ein System E gemeinschaftlich habe , und sich also in 
der Form QE darstellen lasse, wo Q von jenem nächstumfassenden 
Systeme unabhängig ist, so kann man statt der Bedingungsglei- 
chungen 

QEA — QEB — ... 
auch, da Q von dem Systeme, welches die Faktoren EA, EB,... 
zunächst umfasst, unabhängig ist, nach § 81 mit Weglaasung des 
Faktors Q die Gleichungen 

17 * 
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EA ■■BB ■■■ . • • • 
setzen, d. h. die Gleichung ist auch harmonisch in Besug auf E, 
da man nun nach § 138 auch £ wieder mit jedem von B unab- 
hängigen Systeme äusserlich kombiniren darf, so haben wir den 
Sats: 

„Man kann in einer reinen harmonischen Gleichung das Pol- 
system beliebig in der Art ändern, dass dasjenige System, 
welches es mit dem alle harmonischen Systeme zunächst um* 
fassenden Systeme gemeinschaftlich hat, dasselbe bleibt. u 
Dieser Sats entspricht dem vorhergehenden , und lasst sich , wenn 
man will, in die ganz entsprechende Form kleiden. Auch Übersieht 
man leicht , wie man durch Kombination dieser beiden Gesetze ein 
allgemeineres Gesetz ableiten könnte , welches jedoch wegen seiner 
▼erwickelten Form von geringerer Bedeutung ist*). 

§ 170. Vermittelst dieser Sätze nun können wir den Sats 
aus § 168 noch in einer etwas einfacheren und für die Anwendung 
bequemeren Form darstellen. Nämlich wenn wir die dort gewählte 
Bezeichnung wieder aufnehmen , so können wir in der harmonischen 
Gleichung 

Q 

«RA + £RB-f- .... — 
nach dem ersten Satze des vorigen Paragraphen statt Q auch QR, 
d. h. P setzen, und haben somit den Satz : 

„In einer reinen harmonischen Gleichung kann man ohne 
Aenderung des Polsystems die harmonischen Glieder mit jedem 
dem Polsystem eingeordneten Systeme kombiniren. u 
In diesem Satze liegen die sämmtlichen Sätze über die harmonischen 
Mitten (cen&rts de moyennes Tuntnomques) , welche Poncelet auf- 
gestellt hat **). In der Thai hat man z. B. in einer Ebene die bar- 



*) Es würde dies Gesetz etwa so ausgedrückt werden können : Wenn 
«an ein veränderliches Polsystem mit dem die harmonischen Systeme n* 
nächst umfassenden Systeme kombinirt, und dabei dasjenige System, welches 
diese Kombination und das allen harmonischen Systemen gemeinschaftliche 
System zunächst nmfasst , konstant bleibt , so bleibt die harmonische Glei- 
chung als solche in Besug auf jenes veränderliche Polsystem bestehen. 

**) In seinem Memoire tur letcentrts de moytnne* k ai ' moni g u es, welches 
im dritten Bande des Crelle'schen Journals abgedruckt ist. — Sine Kr- 
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mimische Mitte mehrerer Linien in Bezug auf gewisse harmonische 
Koefficienten und einen Punkt der Ebene als Pol; und man- zieht 
durch diesen Punkt eine gerade Linie, so wird zwischen deti Durch- 
schnittspunkten dieser Linie mit den ersteren nach dem zuletzt ange- 
führten Satze in Bezug auf denselben Pol auch dieselbe harmonische 1 
Gleichung herrschen; oder, anders ausgedruckt, wenn man durch 
einen festen Punkt eine veränderliche Gerade zieht, welche eine Reihe 
von n festen Geraden derselben Ebene schneidet und man bestimmt 
in Bezug auf jenen Punkt als Pol die harmonische Mitte zwischen 
den mit konstanten harmonischen Koefficienten behafteten Durch* 
schnittspunkten , so liegt dieselbe in einer festen Geradem, und zwar 
ist diese Gerade die harmonische Mitte jener n Geraden in Bezug auf 
denselben Pol und dieselben harmonischen Koefficienten. Hat maa 
auf der andern Seite in Bezug auf eine Axe die harmonische Mitte 
zwischen einer Reihe von n Punkten derselben Ebene, und man legt 
durch irgend einen Punkt der Axe und jene n Punkte gerade Linien, 
so findet zwischen ihnen nach dem angeführten Satze in Bezug auf 
die Axe dieselbe harmonische Gleichung statt, wie zwischen jenen n 
Punkten. Oder verbindet man einen in einer festen Geraden Hegenden 
veränderlichen Punkt mit n festen Punkten derselben Ebene, so geilt 
die harmonische Mitte dieser Verbindungslinien in Bezug auf jene; 
Gerade als Axe und in Bezug auf eine Reihe konstanter Koefificienten^ 
welche jenen Punkten zugehören, durch einen festen Punkt, ündzwafc 
ist dieser Punkt die harmonische Mitte der gegebenein n Punkte in 
Bezug auf dieselbe Axe« — Wollen wir die zweite Ausdruoksfonb 
in ihrer ganzen Allgemeinheit darstellen, so gelangen wir zu folgen* 
der neuen Form des oben aufgestellten Satzes: . ! 

„Kombinirt man ein veränderliches System R, welches einem! 
festen Systeme P als Polsysteme eingeordnet ist, mit In festen- 
Systemen A, B, . . . , deren jedes mit dem Polsystame kombinirt 
das Hauptsystem liefert: so ist die harmonische Mitte- jäner n 
Kombinationen, in Bezug auf n zugehörige feste Koeffidfenten 
a, /?,.,.., deren Summe nicht uull ist, und auf jenes Polsystem 

■--,-- • . i i l 

Weiterung dieser Foncelet'schen Theorie habe ich in einer Abhandlung 
„Theorie der /Centralen 41 , welche im 34-ten Bande desselben Journals abge- 
druckt ist, versucht. nir 

17* 
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P einem festen Systeme Q eingeordnet, und «war ist dm feste 
System Q die harmonische Mitte der n festen Systeme A, B,... 
in Besag auf dieselben Koeffieienten «, A . . . und auf dasselbe 
Polsystem P." 
Diese Ausdruekaform ergiebt sieh ans der enteren (im vorigen Para- 
graphen aufgestellten) mit vollkommener Schärfe, wenn man von 
dem Satae Gebrauch macht, dass wenn das Polsystem, die harmo- 
nischen Systeme > deren jedes mit dem Polsysteme kombinirt das 
Hauptsystem liefert, und die zugehörigen harmonischen Koeffieienten, 
deren Summe aber nicht null sein darf, gegeben sind , die harmo- 
nische Mitte jedesmal bestimmt ist. — Die letzte Bestimmung in 
diesen Sätzen, dass nämlich das feste System Q, dem jene harmo- 
nischen Mitten eingeordnet sind, selbst als harmonische Mitte erscheint, 
fehlt in der Poncelet'schen Darstellung, und es bieten daher die 
hier gefundenen Ausdrucksformen , da die harmonische Mitte nach 
§ 167 leicht konstruirt werden kann, zugleich neue und einfache 
geometrische Besiehungen dar. 

§ 171. Ich will diese Darstellung mit einer der schönsten 
Anwendungen schüessen, die sich von der behandelten Wissenschaft 
machen läset, nämlich mit der Anwendung auf die KrystallgestaRen. 
Doch will ich mich hier auf die Mittheilung der Resultate be- 
schränken » indem ich die Ableitung derselben dem Leser überlasse. 
Bekanntlich stellen dieKrystallgestalten jede ein System von Ebenen 
dar, welche ihrer Lage nach veränderlich, ihren Richtungen nach 
aber konstant sind , d. h. statt jeder Ebene , die an einer Krystall- 
gest a l t hervortritt, kann auch die ihr parallele h er vortre t en , ohne 
dass dadurch die Krystallgestalt als solche geändert wird. Die Ab- 
hängigkeit, m welcher die Riehtungen dieser Ebenen unter einander 
stehen, können wir vermittelst der durch unsere Wissenschaft fest- 
gestellten Begriffe so ausdrücken : 

Wenn man vier Flächen eines Krystalles ohne Aendenmg ihrer 
Richtungen so legt, dass sie einen Raum einsehfieesen*), und 
die Stacke, welche dadurch von dreien derselben abgeschnitten 
werden, zu Richtmassen macht, so lässt sich jede andere Fläche 



*) Hierin liegt schon, dass die Fläche* keine peraUslea Kasten kabsa 
dürfen. 
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des Krystalles als Vielfachensumme «fieser Rkhtraasse rational 

ausdrücken. 41 
Darin, dass der Ausdraek ein rationaler Ist, Hegt, dass die Zeiger sieh 
als rationale Brüche, und also, da es nur auf ihr Verhältnfea ankommt, 
sieh als ganze Zahlen darstellen lassen. Hierbei bemerken wir 
noch, dass im Allgemeinen diejenigen Ebenen am häufigsten am 
Krystalle hervorzutreten pflegen, deren Zeiger sich durch die 
kleinsten ganzen Zahlen ausdrücken lassen, und dass es schon äusserst 
selten ist, wenn die Zeiger einer Krystallfläche flieh nur durch ganze 
Zahlen ausdrücken lassen, unter denen grössere als- 7 vorkommen. 
Namemtlich lftsst sich die abschneidende Ebene, da ihre 8 Projek- 
tionen im Sinne desRichtsystemes die 3 Richtmasse geben, als Summe 
derselben darstellen, d. h. ihre Zeiger sind 1,1,1. 

Aufgabe. Es sind in Bezug auf 4 Ebenen A, B, C, D, vor 
denen die letztere die abschneidende ist, die Zeiger von vier anderen 
Ebenen Q t , Qt , Qs , Q und die Zeiger einer Ebene P gegeben, man 
soll die Zeiger x, y, z von P suchen, wenn Q t , Qt, Qi und Q 
als die ursprünglichen Ebenen , und zwar Q als die abschneidende 
betrachtet werden sollen. 

Auflösung. Es ist, wenn x, y, z sich aufQi Q* Qs be- 
ziehen 

PQi Qs Qt-P-Q» Qi-Qs-P 
~Q.Q*.Qs ,7 ~Qi.Q-Q8' "QiQiQ* 

Diese Auflösung , welche sich durch die Gesetze unserer Ana- 
lyse aufs leichteste ergiebt*) , erscheint in höchst einfacher Gestalt, 



*) Sind n&mlich P, P, P, die durch Q Von Qj Q, Q, abgeschnittenen 
Stücke, so hat man die Zeiger x, y, e zu suchen, welche der Gleichung 

P-xPi+yP. + *P* 
genügen. Ist asm P t — nQ, , P, — yQ* P 3 •• w<fc, 

also 

1)Q— nQi+vQt + wQ,, 

und Ist ferner 

«oistaach 



*)P-x'Q l +y'Q t .+ *'<i l , 



P- — Pi + — Pt + ~P«, 
u ▼ w w 



also x-» — , etc. 
u' 
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während bei der gewöhnlichen analytischen Methode, sowohl die 
Endformel als auch die Mittelglieder in sehr verwickelten Formen 
erscheinen. ; Aus dieser Auflösung fliesst sogleich der Satz: 

, Wenn sich eine Reihe von Ebenen aus 4 Ebenen , die einen 
Raum einschlieisen, auf die angegebene Weise rational ableiten 
lässt, so lagst sich auch dieselbe Reihe von Ebenen aus jeden 
vier andern Ebenen dieser Reihe, welche einen Raum ein- 
schlieesen, gleichfalls rational ableiten." 
Jede Kante der Krystallgestalt erscheint als Produkt der Flächen, 
welche sie bilden, und dadurch ergiebt sich die Lösung der Aufgabe: 
* Wenn die Zeiger zweier Flachen P , P t in Bezug auf vier Ebenen 
A, B, C, D, von denen die letzte die abschneidende ist, gegeben sind, 
dann ihre Kante als Vielfachensumme der von den Ebenen A , B , C 
gebildeten und durch D begränzten Kanten zu finden." Man erhält, 
wenn A, B , C die durch D begränzten Flächenräume darstellen, als 
die Zeiger dieser Kante die Ausdrücke 
■i P.P t .C A.P.Pt P t .B.P 

A.B.C A.B.C A.B.C 
welche sich auf die durch die Produkte AB , BC , CA dargestellten 
Kauten beziehen*). Hieraus fliesst, da man beliebige 4 raumbe- 



Nun ist aus 1) 



and aas 2) 

■\t ■' 

;" x P. <J,.Q, 4 

also x — — — __^__^» e tc. 



"Q1.Q..Q3 
P.QsQt 



X' — 



Qi.Qs.Qs 



*) Neulich 08 igt 

P.Pt.C 



A.B 



JL. b.c 

die Projektion von P . P, auf A .B nach C u. s. w. und daraus folgt 

nun stellen AB, BC, CA jene 3 Kanten dar, welche zwischen A, B, C liegen 
und durch die Ebene D begränit werden, denn es seien c,a,b diese 3 Kanten, 
so werden die Flächenr&ume bc, ca, ab den 3 Flächenr&umen A, B, C pro- 
portional sein (da diese die Hälften von jenen sind), und also AB, BC, CA 
den Produkten bc.ca, ca. ab, ab.bc, d. h. den Produkten abc.c, abc.a, 
abc . b oder den Grössen c, a, b proportional sein, und diese Grössen können 
also statt jener Produkte gesetzt werden. 
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grunzende Krystallflächen als Fundamentalflächen annehmen kann, 
der Satz: 

„Wenn man 3 Kanten eines Krystalles , welche nicht in der- 
selben Ebene liegen, ohne Aenderung ihrer Richtung an einen 
gemeinschaftlichen Anfangspunkt legt, und als ihre Endpunkte 
ihre Durchschnitte mit irgend einer Krystallfläche setat, so lässt 
sich jede andere Kante des Krystalles als Yielfachensumme 
dieser Strecken rational ausdrücken." 
Da die hindurchgelegte Ebene D mit den drei Kanten a, b, c gleiche 
Produkte liefert , so wird man auch jede Grösse p , welche als Viel- 
fachensumme von a, b, c dargestellt ist, als harmonische Vielfachen- 
summe von a , b , c in Bezug auf D darstellen können. Somit hat 
man den Satz : 

„Nimmt man 3 Kanten einer KrystaUgestalt und eine Fläche 
derselben (ohne dass die Kombination der 3 Kanten, oder der 
Fläche mit einer derselben null giebt), so lässt sich jede andere 
Kante des Krystalles als harmonische Vielfachensumme jener 
Kanten in Bezug auf jene Ebene rational ausdrücken. u 
Dies G-esetz ist dadurch interessant, dass es die Beziehung der 
Richtungen (ohne Rücksicht auf hypothetische Masswerthe) rein aus- 
drückt. Eben so ergiebt sich leicht, da die Flächen ab , bc , ca mit 
der Kante a-J-b-j-c gleiches Produkt liefern, der Satz: 

„Nimmt man drei Flächen einer KrystaUgestalt und eine Kante 
derselben (ohne dass die Kombination der 3 Flächen oder der 
Kante mit einer derselben null giebt), so lässt sich jede andere 
Fläche des Krystalles als harmonische Vielfachensumme jener 
Flächen in Bezug auf jene Kante rational darstellen." 
Da die sämmtlichen Ausdehnungsgrössen im Räume als Elementar- 
grössen, die der unendlich entfernten Ebene angehören, aufjgefasst 
werden können, so werden die Abschattungen auf irgend eine Grund- 
ebene nach irgend einem Leitpunkte, ein dem enteren affines System 
darstellen! und also zwischen ihnen genau dieselben Gleichungen 
stattfinden, wie zwischen den abgeschatteten Grössen, und umgekehrt 
jede Gleichung, welche zwischen den Abschattungen stattfindet, wird 
«och zwischen den abgeschatteten Grössen stattfinden; und der Verein 
dieser Abschattungen wird daher alle in der KrystaUgestalt herrschen- 
den Beziehungeil vollkommen treu darstellen; die Krystallflächen 
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weiden durch LinrngiOasea, die Krystallkanten durah PniiktgrSescp, 
oder sofern beide bloss ihren Richtungen nach gegeben waren, durah 
Linien und Punkte dargestellt sein. Diese Darstellung in der Ebene, 
da sie alles, was bei denKrystallgestalten als wesentliches vorkommt, 
rein und treu abbildet, ohne das anfällige mit aufzunehmen, eignet 
sich besonders schon, um die Krystallgestalten in der Ebene zu ent- 
werfen. 

Diese Andeutungen mögen genügen, um die Fruchtbarkeit der 
neuen Analyse auch nach dieser Seite hin nachzuweisen. 



§ 172. Anmerkung tber affine Produkte. 

Ich habe mich in der obigen Darstellung hauptsächlich auf 
solche Produkte beschränkt, in denen sich die Faktoren ohne Werth- 
Änderung des ganzen Produktes beliebig au besonderen Produkten 
zusammenfassen lassen (§ 143) ; und es schien mir diese Beachritn Wztg 
»©inwendig, damit der schon überdies so mannigfaltige Stoff zuaanunea- 
gehalten werde , und der Leser nicht durch die immer wieder neu 
hervortretenden Begriffe ermüde. Ueberdies erfordern die Produkte, 
für welche jene Bedingung nicht mehr gilt, eine ganz differente Be- 
handlung , neue und yerwickeltere Grössen treten in ihnen hervor, 
und wenn gleich dieselben eine reiche Anwendung namentlich auf 
die Mechanik und Optik gestatten , so kann doch diese Anwendbar- 
keit hier nicht ganz zur Anschauung gebracht werden, indem dazu 
erst die in dem folgenden Theile zu entwickelnden Gesetze erforder- 
lich sein würden. Doch will ich die Art ihrer Behandlung hier 
wenigstens an einem Beispiele erläutern, und zugleich auf die inaer 
essanten Grttssenbeziehungen hindeuten, welche sieh dadurch auf- 
schliessen. Es war bisher nur das gemischte Produkt (§ 189), 
welches jenem Znsammenfassungsgesetze nicht unterlag, obgleich die 
allgemeine multiplikative Beziehung zur Addition, vermöge welcher 
man statt eines zerstuckten Faktors die einzelnen Stücke setzen, «ad 
die ao entstehenden einzelnen Produkte addiren kann, Air dasselbe 
ihre Geltung behielt. Aber auch diese Beziehung erscheint hier 
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noch als eine einseitige, insofern zwar gemischte Produkte, in welchen 
Ein Faktor verschieden ist, während die Übrigen gleichartig sind, 
danach zu Einem Produkte vereinigt werden können, aber nicht 
solche, in welchen mehr als Ein Faktor verschiedenartig ist, eBmüsste 
denn sein , dass diese verschiedenartigen Faktoren schon zu einen 
Produkte zusammengefasst seien. In der Aufhebung dieser Einseitig* 
keit nun liegt das Princip der Behandlung jener Produkte. Es sei 
AfP.Bt -f-AgP.B* eine solche Summe zweier gemischten Produkte, 
in welchen P der gemeinschaftliche Faktor ist, und die beiden lotsten 
Faktoren nicht zu Einem Produkt vereinigt werden dürfen ; so kann 
man statt dessen auch nicht ^f (A 1 B 1 -4~^fBt).P setzen; sondern 
wenn wir einen solchen Ausdruck, wie es die Analogie der Multipli- 
kation fordert , einführen wollen , so müssen wir die Stelle des Pro- 
duktes, in welche P einrücken soll, bezeichnen. Es sei diese Stelle 
durch eine leer gelassene Klammer bezeichnet, so dass 

[A().B]P — AP.B 
und 

[AiO.B,+A,0.B,+....]P — AtP.Bt+A,?.^^.... 
sei , und es werde ein solches Produkt mit leer gelassener Stelle ein 
offnes genannt Treten mehrere Faktoren hinzu, von denen nur 
Einer in die Lücke eintreten soll , so kann dieser durch dieselbe 
Klammer ausgezeichnet werden, durch welche die Lücke bezeichnet 
ist Sind zwei oder mehr Lücken in dem Produkte , so müssen die 
Klammerbezeichnungen verschieden sein, wenn verschiedene Faktoren 
in dieselben eintreten sollen. Wir betrachten hier indessen nur die 
Produkte mit Einer Lücke , deren Summe formell dadurch bestimmt 
ist, dass die nrahiplikative Beziehung bestehen bleibt. Wir werden 
daher zwei Summen von offnen Produkten , da sie nur durch ihre 
Multiplikation mit andern Grossen ihrem Begriffe nach bestimmt sind, 
dann und mar dann als gleich zu setzen haben , wenn sie mit jeder 
beliebigen, aber beide mit derselben Grösse multiplioirt, gkienes 
Produkt liefern**) Es kommt also darauf an, die konstanten Be- 
ziehungen zwischen den in jenem Summenausdruoke verkommenden 
Grössen, die wir als veränderlich setzen können, auszumitteln, wenn 
eben der Summenwertb konstant bleiben soll Je einfacher und an- 



*) Wenn euch nur mit jeder Grösse von gegebener Stufe, wobei dann 
jener Suaunenwertlt sucieicfc von der Ptafrzulil abhängig bleibt. 
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sehaulicher diese konstanten Beziehungen aufgefasst sein werden, 
desto einfacher und anschaulicher wird der Begriff jener Summe sein, 
welcher eben als die Gesammtheit jener konstanten Bexiehnngen 
selbst aufgefasst werden kann. Es lassen sieh sehr leicht diese 
konstanten Bexiehnngen als Zahlenbeziehungen in Besag auf irgend 
ein zu Grande gelegtes Richtsystem darstellen. Nämlich man hat 
dann nur die sämmtlichen Grössen in jenem Sommenansdrack 8 , so 
wie auch die Grösse P, mit welcher multiplicirt werden soll, als Viel- 
fachensnmmen der Richtmasse von gleicher Stufe darzustellen , dann 
das Produkt SP gleichfalls als Vielfachensumme von Richtmassen 
zu gestalten, so wird in diesem Produkte der Koefficient eines jeden 
Richtmasses (nach § 89) konstant sein , wie sich auch die Grössen 
in 8 ändern mögen , wenn eben jenes Produkt oder jene Vielfachen- 
summe, auf welche dasselbe zurückgeführt ist, konstant bleiben solL 
Ein jeder solcher Koefficient kann wiederum als Vielfachensumme 
von den Zeigern der Grösse P dargestellt werden ; und da für jeden 
bestimmten Werth dieser Zeiger jene Vielfachensumme konstant 
bleiben soll, so muss auch in ihr der Koefficient eines jeden Zeigers 
von P konstant sein. Es ist nun sogleich einleuchtend , daas hier- 
durch die konstanten Beziehungen zwischen den Grössen in 8 voll- 
ständig dargestellt sind, indem aus ihnen die Beständigkeit des 
Sommenausdruckes mit Notwendigkeit hervorgeht. Wir erläutern 
dies an einem Beispiele. Es sei die Summe 

8 — ejO-ej +e,0-es+---- — 2[e().c] 
su behandeln, in welchen e, ej, ej . . . . Strecken im Räume vorstellen 
und wo bei der letzteren Bezeichnung das Summenzeichen sich auf 
die verschiedenen Anzeiger 1, 2 . . . bezieht. Es ist klar, daas wenn 
die Strecken e nicht etwa Einer Ebene angehören, die Grösse P, 
welche mit jener Summe multiplicirt werden soll, von zweiter Stufe, 
<L h. ein Flächenraum sein muss, sobald die Produkte der einzelnen 
Glieder summirbar bleiben sollen , ohne null zu werden. Es seien 
nun a, b, c die Richtmasse erster Stufe des zu Grunde gelegten Richt- 
systems, bc, ca, ab also die Richtmasse zweiter Stufe, und e — aa-}- 

P — xbc-[-yca-f-**b, 
so hat man 

PS— J(eP.e)— J(eP.(oa + flb + rc)). 
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Hier müssen die zu den Riehtmassen a, b, c gehörigen Zeiger des 
ganzen Ausdrucks konstant sein ; d. h. es müssen 

2(eP.a),2(eP./*),2(eP.y) 
konstant sein für jeden Werth von x, y, z, wobei 

eP — abc (ax -f- ßy -}- yz) 
ist. Daraus ergeben sich folgende 6 konstante Grössen : 

*(«■), JGJi), 2(f) 
2{ßy) y 2fja), Saß). 
Bezeichnen wir diese 6 Grössen beziehlich mit 

A, B, C 
A, B', C.- 
so ist 

PS — abc(Ax-fCy + B'z)aj 

-(-abc(Cx4-By-f-A'z)b( 2 

+ abc (B'x -f A'y -f Oz)c. I 
Es hat demnach jene Summe S dann und nur dann einen kon- 
stanten Werth, wenn in Bezug auf irgend ein festes Richtsystem diese 
6 Zahlengrössen konstant sind. So haben wir nun zwar die kon- 
stanten Beziehungen, welche zwischen den in jener Summe vorkommen- 
den Grössen herrschen müssen, wenn die Summe konstant bleiben 
soll , bestimmt ; allein der einfache Begriff jener Summe ist dadurch 
noch nicht gefunden , weil in diese Bestimmungen ein ganz fremd- 
artiges, mit dem Begriffe jener Summe in keinerlei Beziehung stehen- 
des Element, nämlich das zu Grunde gelegte Richtsystem eingeführt 
ist. Es dienen daher jene 6 Grössen nur zur Uebertragung auf ge- 
gebene Richtsysteme, während der einfache Begriff der Summe noch 
zu realisiren ist. Wir können , um uns der Lösung dieser Aufgabe 
zu nähern , zuerst versuchen, jene Summe auf eine möglichst geringe 
Anzahl von Gliedern zurückzuführen. Da jede Strecke 3 Zeiger dar- 
bietet, so scheint für den ersten Anblick jene Summe auf zwei Glieder 
reducirbar, in sofern zur Bestimmung der 6 Zeiger jener Strecken 6 
Gleichungen erscheinen ; allein es erhellt leicht , das* , wenn nicht 
etwa sämmtliche Grössen in S derselben Ebene angehören, jene 6 
Zeiger nicht so gewählt werden können , dass diesen 6 Gleichungen 
genügt wird. Denn da das Richtsystem willkührlich ist, so kann es 
auch so genommen werden , dass jenes zwei Strecken mit zweien der 
Richtmasse etwa mit a und b zusammenfallen ; dann ist klar, wie 
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SP — aP.a+bP.b 
stets eine Strecke der Ebene ab darstellt; es mtisste also das Gbed 
von SP, was der dritten Axe e angehört, stets null sein, d. h. B', A', 
C müs8ten null sein. C aber, was die Summe der Quadrate ven y 
vorstellt, kann nicht null werden , als wenn sämmtliche Werthe von 
y null sind, d. h. sämmtliche Werthe e der Ebene ab angehören. Es 
lässt sich daher die Summe S auf keine geringere Anzahl reeller 
Glieder zurückführen als auf drei. Da aber drei Strecken neun 
Zeiger darbieten, so werden dieselben durch jene 6 Gleichungen nicht 
bestimmt sein, sondern noch für drei Zahlenbestimmungen Raum 
lassen. — Um nun eine gegebene Summe S von der Form ^[eOe]» 
in welcher die verschiedenen Grössen e nicht derselben Ebene an- 
gehören sollen, d. h. A, B, C, stets geltende (positive) Werthe dar- 
stellen, auf 3 Glieder an reduciren, gehen wir auf die Gleichungen 2 
zurück. Setzen wir hier 

Pas ab; d. h. x — y*=»0, z— »1, 
so ist 

PS— (ab) S — abc (Ba + A'b + Cc). 
Da hier G nicht null werden kann , so ist (ab) S nie der Ebene ab 
parallel. Also können wir, da die Annahme des Richtsystemes will- 
kührlich ist, wenn nur die drei Bichtazen von einander unabhängig 
sind, die dritte Richtaxe c parallel (ab) S »imfthmAw, Dann wird 

A— B' — 
und (ab) S gleich abc . Cc. Da auch der Hasswerth c willkührlick 
ist und C positiv ist , so kann man c so annehmen , dass C gleich 1 
ist*) ; dann ist 

(ab) S = abc.c 
Nimmt man nun ferner 

P — ca, z— «x — 0, y— 1, 
so ist 

(ea) S — abc(Ca-f-Bb)**), 
was notawendig in der Ebene ab liegen muss, aber da B naht *jtH 



im 



*) Man hat su dem Sude aar statt e in setzen ~, dann verwandeil sie* 



y* in £ und Z(y«) in ^Ö, d. h. in 1. 
••) Da A' gleis» null Ist 
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werden kann, von a unabhängig ist. Da nun b innerhalb der Eben« 
ab wülktthdieh angenommen weisen kann, wenn es nur ron a unab- 
hängig bleibt, so kann man b selbst diesem Ausdrucke (ca.) 8 parallel 
setaen. Man hat dann noch 

C — 0, also A' — B' = C'«=0, 
und ca. 8 wird gleich abcB.b, oder wenn man wieder den Masswerth 
von b so annimmt, dass B gleich eins sein wird, 

(ca).8aabc.b. 
Endlich wird (be) . 8 gleich abcA.a, oder bei einer solchen A— tuKm^ 
von a, dass A gleich eins wird, 

(bc).S — abe,a. 
Die Bedingungsgleichungen, die wir auf solche Weise realisirt haben, 
sind also 

A'— B'— C— 
A — B — C — 1; 
woraus folgt 

8 — a()a+bOb + c()c 4 

Es ist also auf die angegebene Weise jene Summe in der That 
auf drei reale Glieder zurückgeführt; und für die Grössen c, b, a 
haben wir die Gleichungen 

(ab). 8— abo.c \ 

(c*).8 = abc.b > 5 

(bc).S — abc.a.l 
Zu diesen Gleichungen 5 würde man direkt gelangen, wenn man 
einmal voraussetzt, dass sich jene Summe auf 3 Glieder zurückfuhren 
lässt. Denn sind a, b, c die diesen Gliedern zugehörigen Strecken, 
so hat man ans 4 sogleich durch Multiplikation mit ab , ca , bc die 
Gleichungen 6. Betrachtet man eine dieser Gleichungen z. B. die 
-erste, so ist sie von dem Masswerthe des Faktors (ab), mit welchem 9 
multiplicirt ist, unabhängig; setet man daher irgend eine mit ab 
parallele Grösse gleich Q, so hat man 

QS — Qc.c— (c()c)Q, 6 

und da Q ursprünglich willkührlich angenommen werden konnte, so 
wird jede Grösse c, welche dieser Gleichung für irgend ein Q genügt, 
als eine der drei Strecken betrachtet werden können, auf welche sich 
8 zurückführen lässt; dann ist Q selbst die Ebene der beiden andern, 
und in ihr kann dann noch die ein* der beiden andern Stzoeken von 
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willktthrlicher Richtung angenommen werden, wodurch dann alles 
bestimmt ist. Jene willkührliche Annahme der Richtung der Ebene 
Q und der Richtung der einen Strecke in ihr vertritt die Stelle der 
3 willkührlich anzunehmenden Zahlenbestimmungen, von denen oben 
die Rede war. Um nun den Begriff zu vollenden , haben wir die 
Beziehung zwischen je drei solchen Strecken aufzustellen ; dies wird 
geschehen, indem wir die Gleichung der Oberfläche, deren Punktträger 
jene Strecken sind, wenn sie an denselben Anfangspunkt gelegt sind, 
aufstellen, und zwar in Bezug auf je 3 beliebige Strecken, auf die 8 
zurückgeführt werden kann. Man hat, wenn p dieser Träger ist, und 
in die Gleichung 6 p statt c gesetzt wird, 
7 QS — Qp.p. 

Ist nun 

p = xa -}- y b -}- zc 
S=-a()a+b()b + c()c 
Q = x'bc -f- y'ca -|- z'ab, 
so ist 

QS = abc . (x'a -f- y'b -|- z'c). 

Aus (7) folgt also, dass x'a-|-y'b-}-zc parallel p ist, d. h.dss? 
x' : y' : z' = x : y : z ist. Da nun in der Gleichung (7) statt Q jede 
mit Q parallele Grösse gesetzt werden kann, so können wir nun 

Q =* xbc -|- y ca -}- zab 
setzen, dann erhalten wir aus (7) 

abc «— Qp — (x* -f y» + «») abc, 
d.h. 
(8) xÄ + y« + «^l 

Dies ist aber die Gleichung eines Ellipsoides , in welchem die 
Grundmasse a, b, c konjugirte Halbmesser sind.*) Nennen wir einen 
Ausdruck wie a0a ein offnes Quadrat von a, so können wir die ge- 
wonnenen Resultate in folgendem Satze darstellen : 



*) Wenn man unter x', y', z die Koordinaten selbst versteht, welchem 



den Zeigern x, y, z gehören, so hat man x' — xa u. s. w., oder x« — n.s. w. 

und die Gleichung (8) wird dann 

x' s y'* z* 

ft i+b» + e« lf 
was die gewöhnliehe Form der Gleichung eines Ellipsoides Ist. 
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Eine Summe yon offnen Quadraten im Baume ist 

gleich der Summe aus den offnen Quadraten von je 

drei beliebigen konjugirten Halbmessern, welche 

einem konstanten Ellipsoid angehören. 

Da dies Ellipsoid demnach der vollkommen treue Ausdruck jener 

nmme ist , so können wir auch sagen , diese Summe sei eine solche 

rosse, die ein Ellipsoid darstellt, und selbst als Ellipsoid gedacht 

erden könne. Auf diese Weise nun ist der Begriff jener Summe, 

elcher Anfangs bloss formell auftrat, auf seine reale Bedeutung 

irttckgeftihrt. Wir stellen uns die Aufgabe, die Gleichung des 

Uipeoids, welche zu einem gegebenen Summenausdruck 

■8 — *(a()e) 
ahört, zu finden. Wir haben zu dem Ende in der Gleichung (7) 

6Q — pQ.p 
ar entweder p oder Q zu eliminiren, indem p der Träger eines 
unktes der Oberfläche ist, Q aber, da es die Ebene der zu p ge- 
fangen konjugirten Halbmesser darstellt , der Tangentialebene pa- 
diel ist ; um im ersteren Falle (wenn p eliminirt ist) das Ellipsoid 
Is Umhüllte darzustellen , können wir uns der in § 144 erwähnten 
[ethode bedienen, wonach der Masswerth ron Q so angenommen 
urde, dass, wenn Q in die Lage der Tangentialebene versetzt wird, 
rine Abweichung vom Ursprung der Träger eine konstante Grösse 
t, die wir der Einheit gleich setzen können. Es ist aber jene Ab- 
eichung gleich p . Q also pQ gleich der Einheit. Multiplicirt man 
aber obige Gleichung mit Q, so hat man 

8.Q.Q — pQ.pQ=l, 
as die geometrische Gleichung jenes Ellipsoids als umhttllter Fläche 

t. Es ist aber 

S.Q.Q — Z(eQ.e).Q — Z(eQ)» y 
nd die Gleichung des Ellipsoids ist also 

2(eQ)i — 1 9 

Pill man diese Gleichung auf ein gegebenes Bichtsystem a, b, c zu- 
UckfÜhren, so nehme man 

Q =» xbc -}- yca-|- zab 

n und 

e = aa -f- /?b -f- )% 

Iso 
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eQ~*(ax-|-/?y+y*), 
wenn abc (das Hauptmass) der Einheit gleich gesetzt ist, und nun 
hat also 

2(ax+0y +}*)*« 1, 

oder mit Beibehaltung der obigen Bezeichnung 

Ax* + By» -f Ca« + 2 A 'yz + 2B zx -f 2Cxy — 1. 
Wir haben bisher nur die Summe von offenen Quadraten be- 
trachtet. Nehmen wir auch die Differenzen in die Betrachtung saf, 
so können die Ellipsoide auch übergehen in Hyperboloide , und wir 
gelangen dann au dem allgemeinen Begriffe einer Grösse, die im 
Räume durch eine Oberfläche, in der Ebene durch eine Kurve aweiter 
Ordnung dargestellt wird, und die wir, da sie ursprünglich als 
Ellipsoid oder Ellipse erscheint, eine elliptische Grösse nennen 
könnten. Doch scheint es kaumnöthig, dies noch weiter auszuführen, 
indem der Gang der weitern Entwicklung kerne Sc h wie ri gkeiten 
mehr darbietet. Auch übersieht man leicht, wie die ganze Ent- 
Wickelung so hätte geführt werden können, das« gar nicht auf will- 
kührliche Koordinatensysteme zurückgegangen wäre , und ich habe 
den. eingeschlagenen Weg nur darum gewählt, um zugleich die Be- 
handlungsweise für die offenen Produkte überhaupt hindurch* 
Micken zu lassen. 



Anhang L (1877.) 

Heber das Verhältnis der nlehtenklidtflchen Geometrie 

zur Augdehnuiigslelire. 

(Vgl. § 16-M.) 

Es ist die ganze Darstellung in § 15 — 23 zum Schaden der Wissen- 
schaft bisher fast ganz unbeachtet geblieben. Weder Siemann in 
seiner Habilitationsschrift vom Jahre 1854, die zuerst 1867 ver- 
öffentlicht wurde, noch Helmholtz in seiner Abhandlung „Ueber 
die Thatsachen, welche der Geometrie zu Grunde liegen. 1868 u 
noch auch in seinem vortrefflichen Vortrage „lieber den Ursprung 
und die Bedeutung der geometrischen Axiome. 1876 u thut der- 
selben Erwähnung, obgleich darin die Grundlagen der Geometrie in 
viel einfacherer Weise zur Anschauung kommen als in jenen späteren 
Schriften. 

In der Ausdehnungslehre erscheint ganz speciell und im Gegen- 
satz gegen Euclid die gerade Linie als Grundlage der geometrischen 
Definitionen. Die Ebene wird in § 16 definirt als Gesammtheit der 
Parallelen, welche eine gerade Linie schneiden, und der Raum als 
Gesammtheit der Parallelen, welche eine Ebene schneiden, und 
weiter kann die Geometrie nicht fortschreiten, während die abstrakte 
Wissenschaft keine Grenzen kennt. Da alle Punkte einer geraden 
Linie sich ans zwei Punkten derselben numerisch ableiten lassen, so 
erscheint die gerade Linie als einfaches Elementargebiet zweiter 
Stufe und entsprechend die Ebene als einfaches Elementargebiet 
dritter, der Saum als ein solches vierter Stufe*). Es sind also z. B. 



*) Um Verwechselungen vofsubeugen, bemerke ich, dass die 
Strecken einer Ebene ein einfaches Ausdehnungsgebiet «weiter Stufe, 
die des Raumes ein einfaches Ausdehnungsgebiet dritter Stufe und 

18 
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die Punkte einer Ebene aus drei nicht in gerader Linie liegenden 
Punkten numerisch ableitbar , etwa durch die Zahlen x t , x* , Xg. 
Wird nun zwischen diesen drei Zahlen eine homogene Gleichung fortge- 
setzt, so reducirt sich die Gesammtheit der Punkte, welche der Gleichung 
genügen, auf ein Gebiet zweiter Stufe. Ist diese homogene Gleichung 
vom ersten Grade, so wird das so bestimmte Gebiet zweiter Stufe 
ein einfaches, d. h. eine gerade Jänie; ist aber jene Gleichung von 
höherem Grade , so entstehen krumme Linien , für welche nur ein 
Theil der für dip gerade Linie gültigen longimetrischen Gesetze 
gellen wird. Geht man zum Raum. über, so ist jeder Punkt des- 
selben aus vier Punkten , welche ein Tetraeder bilden, durch vier 
Zahlen x t . . . x 4 numerisch ableitbar. Herrschen zwischen diesen 
vier Grössen zwei von einander unabhängige homogene Gleichungen, 
von denen keine vom ersten Grade ist, so erbalten wir Linien doppelter 
Krümmung , für welche wieder nur ein Theil jener longimetrischen 
Gesetze gilt. Schreiten wir nun vom Räume als einem Gebiet vierter 
Stufe zu einem Gebiet fünfter Stufe vor (welches nicht mehr geo- 
metrisch existirt), so hat man für dasselbe fünf Ableitungszahlen 
X| . . . x 8 , und besteht zwischen diesen eine homogene Gleichung 
ersten Grades, so kommt man auf das einfache Elementargebiet vierter 
Ötnfe, d. h. auf den Euklidischen Raum zurück. Herrscht dagegen 
zwischen ihnen eine homogene Gleichung höheren Grades, so kommt 
man zwar auch zu Elementargebieten vierter Stufe, indessen zu solchen, 
für welche die Euklidischen Axiome nicht mehr gelten, also gewisser- 
maßen zu nichteuklidischen Räumen*); ja man kann zu einem 
Elementargebiete 6. Stufe übergehen und zwischen den sechs Ab- 
leitungszahlen zwei höhere homogene Gleichungen annehmen und 
erhält so abermals neue Elementargebiete vierter Stufe **) und kann 



überhaupt die Strecken eines einfachen Elementargebiete* (n-f l)-ter 
Stufe ein einfaches Ausdehnung* gebiet n-ter 8tafe bilden. 

*) So z. B. entsteht der Helmholts'sche sphärische Raum, wenn man 
zwischen den genannten fünf Ableitungszahlen eine gewisse homogene 
Gleichung zweiten Grades annimmt (oder allgemeiner ein gekrümmter Raum 
bei Annahme einer Gleichung beliebigen Grades). 

**) Man könnte einen solchen Raum im Gegensatz an dem eben ge- 
nannten (einfach) gekrümmten Raum etwa einen doppelt gekrümmten Ramm 
nennen. 
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semH eine unendliche Menge nichteuklidischer Räume bilden'* aus 
deren Oleiehuhgen sofort hervorleuchtet, in wieweit dieEukttdisekdn 
neck gelte. Äo bietet also die Ausdahnungsletae die toH± 
ausreichende und gana allgemeine Grundlage aneh ffcr diese 
und' Ehn liehe - Betraohthiigen. .■■.■>'( 
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ttober Am eingewandte Prednkt ! * 

(Vgl. das dritte Kapitel des aweiten Abschnitts.} 

De in dem gansen Kapitel nur der Begriff des auf ans Haupt* 
gebiet tauglichen Produktes aur Evidens entwickelt ist, und alle 
Übrigen formellen Begriffe nach und nach fallen gelassen sind, se 
wttrie es atv e skmlsafg g e w es e n r die ganze Entwickehmg auf jenen 
Begriff »kesohribiken. Doch tttttfe aiehimf^ » dieser Besehrlukienfe 
die Darstellung > einfacher fsesen lassen, was ick hier vefsueken will; 
Ick geh* dabei auf den Bete am Schläue von § 116 mntlck, wonach 
wenn« und k dieBtafitnzablen Eweier Grössen, u die des sieauaHtckst 
umftssenden Gebietes und c die des gemeinschaftlichem' Gebietes 4stt 
e **■ a«4-b~~* ist Der Begriff des eingewandte« (regressiven), aVfcf 
ein Hauplgeete* beeQgüchssi Produktes ist dahin festgestellt^ das» 
dasselbe dann und nur dann null ist» wenn da* die Paktoren aualtchst 
umfassende Gebiet von geringerer Stufe fct als das Hauptgebietb 
Hierauf und auf den allgemineh Begriff der MettipÄatien , d; fc 
auf die bekannte Beaishung derselbe» urtr Addition ißt der fermatt 
Begriff des betrachteten Produktes gegrfimde*. Um nu <dem. mmM 
Begriff desselben zu gelangen, kommt es ^wÄch^tdaranf an, dasjenige^ 
was bei einer Formänderung des Produktes, die den Werth desselben 
nicht ändert, konstant bleibt» in migiiclist saisfehsaffictor Foitn dawd* 
stellen* Es «ei A . B das eingewun^e Prechftt; dessen WerA niolA 

nifll isV*nd seieaa und b die StafdmaMew>non A und B> e dfa die 

18 # 
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Hauptgebietes, so zeige ich zuerst, das» bei joder Formänderung des 
Produkte* A.B, welche dessen Werth unverändert läset, das dem 
beiden Faktoren gemeinschaftliche Gebiet unverändert bleibt« Un- 
mittelbar leuchtet die« ein, wenn die beiden Faktoren denselben 
Werth bebalten oder sieb in umgekehrtem ZehlenverhältiuBse Adern, 
weil dann auch deren Gebiete dieselben bleiben. Aendert nun einer 
der beiden Faktoren z. B. der zweite B seinen Werth in B-j-Bt, 
ohne dass sich der Werth des Produktes ändert, so folgt daraus, dasB 
A.Bi — sein, d. h. das die Faktoren A undB t zunächst umfassende 
Gebiet von niederer als u-ter Stufe, oder, was dasselbe ist, das ihnen 
gemeinschaftliche Gebiet höherer als c-ter Stufe sein muss. Da nun 
die Summe zweier Grössen höherer Stufe nach § 51 sich stets auf 
den Fall zurückführen lässt, wo die beiden Grössen in einem Gebiete 
nächsthöherer Stufe, ata) in un#ennFaUe in eine« Gebiete (b -f- l)-ter 
Stufe liegen, so brauchen wir auch hier nur diesen Fall zu berück- 
sichtigen. Aber dann haben B und B t ein Gebiet (b — l)-ter Stufe 
gemeinsam, und man kann also Bf in b einfache Faktoren setlegen, 
*<m denen b — 1 m B liegen und einer ausserhalb B; nun soll B| 
mit A aber c-f-1 einfache Faktoren gemeinsam haben, was mar 
möglich ist, wen* c ron jenen b— 1 einfachen Faktoten zugleich in 
^ liegen, d. h. dem gemeinsamen Gebiete O angehören, und der eine 
ausserhalb B liegende Faktor von Bf gleichfalls in A liegt. E* liegt 
atmit das ganze Gebiet C in B t , d. h. G ist das gemeinsame Gebiet 
von A und Bj also auch von A undB-f-B f , das den beiden Faktoren 
gemeinsame Gebiet bleibt unverändert, wenn das Produkt denselben 
Werth behält. Denn Ar die Aenderung des ersten Faktors gilt die- 
selbe Sehlussreihe. Um nun den metrischen Werth des Produktes 
m finden, setzen wir B — CD, also A.B — A. CD, dann stellt AD 
das umfassende, hier also das Hauptgebiet dar. Nun können wir 
einen Theil des Hauptgebietes gleich eins setzen 4 (z. B. das äussere 
Produkt der in ihrer Reihenfolge genommenen ursprüngiiehen Ein- 
heften). Dam stellt A.D eine Zahl dar. Wenn dieselbe «A ist, 

D 

so kann man statt C und Ddie Grössen C|—> IC und Dt = y einführen, 

ohne den Werft des Produktes CD an ändern; dann wird aber 
A-Dt — 1, und A.CD— A.CiDi. Ich behaupte nun dass C t beider 
ebenbesproctanenToniiäiidero Es 
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kum nach dem obigen B, «d .Ej gesetat werden, wo B| einen ein- 
ftcfcen Faktor mkAgeuiein hat, d.h. A.Ej — Oist; dann wird alao in 
A.Cb(D|+E,) das Produkt A.(D,-j-E,).*- A.D t — 1, und ei 
bleibt des so bestimmte C% ungeindert. Wir können dafce* C, ab 
den wahren Wertk des Produktes betrachten und können dann aUge* 
mein, auch wenn A .D nicht gleich eins ist, stets A . CD —• AD . Csetaen, 
wo AD Theil des Hanptgebietes und also eine Zahl ist, und können 
dies ab die reale Definition des eingewandten Produktes auffassen. 



..}■ 
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Kurze üoberslcht über da* Wesen der Awdehnnagstehre. 

(In Felge einer Aufforderung Orunerts in dessen Archiv Bd. VI (1846) 

veröffentlicht rom Verfasser.) 

I. Tendena der Ausdehnungelehre ala solcher. 

I.- Meine Ataedehnungslekre bildet die »bstrakte 
Grundlage der Raumlehre (Geometrie), d» h. sie ist die 
von allen räumlichen Anschauungen gelöste, rein 
mathematische Wissenschaft, dertfn specielle An- 
wendung auf den Saum die Baumlehre ist. 

Die Raumlehre, da sie auf etwas in der Natur gegebenes, nftnr- 
lieh den Raum, srarftekgeht, ist kein Zweig der reinen Mathematik, 
sondern eine Anwendung derselben auf die Natur; aber nicht eine 
blosse Anwendung der Algebra, auch dann nickt, wenn die alge- 
braische Grösse, wie in der Funktionenlehre, als stetig veränderlich 
betrachtet wird; denn es fchh der Algebra der derRanatlehre eigen» 
thttmüche Begriff der verschiedenen Dimensionen» Daher ist ein 
Zweig der Mathematik neehwendig, welcher in den Begriff der stetig 
veränderlichen Grösse sugleieh den Begriff von Verschiedenheiten 
aufnimmt/ welche den Dimensionen des Raumes entsprechen, und 
dieser Zweig ist meine Ausdehnungslehre* . 
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-.ii> 2» Dooh sind die Sätze, der, A»»deh<nü>n£ilekr* 
aiefctt »iw» bieeae Ueb er.tr agfrutgea geomeiftsehe* 
ftätee in die abstritt* JBtpracbe, atlndern beben ein* 
«fiel allgemeiner e»edent*ng* denn wikfcetfd diaiBaffza* 
le&re gielMi»d*n bLeibt e* die dr*a IMeteereieaeevdee 
Renanes*,. se bleibt die abstrakt* Wiacre*sehe>£fc ren 
dte*tin Schrank*» frei. • ' ' .• 

In der Baumlehre könne» darek d»:JfteiMguqg von Punkten 
Linien, durch die der Linien Flächen, durch die der Flächen Kttrper- 
rämne erzeugt werden, aber weiter kann die Baumlehre nicht fort- 
schreiten. Hingegen stellt man sich vor, dass an die Stelle des 
Punktes und der Bewegung abstrakte, vom Baume unabhängige Be- 
griffe eingeführt werden (s. unten no. 4 — 6), so verschwinden diese 
Schranken. 

3. Dadurch geschieht es nm^dass die Sätze der 
Baumlehre eine Tendenz zur Allgemeinheit haben, 
dfe<i4>ihBrr«r>nv*ge ihrer Bosckzänktting a** 4* ei Dmrt 
sinnen keine Befriedigung findet, **n.d er n. erst in der 
Ausdehnungslehre ■» Reh* komzat. 

Zwei Beispiele mögen dies erläutern. 1) Zwei gerade Linien 
derselben Efcene schneiden sien in HSnem Pantte/ Ebenso 'eine Ebene 
und eine Gerade, *w*i Ebeaezi in Einer geraden Unkfc pezeusgesetzt, 
da« die Gerade*,, oder die Ebene mild die Gerade* edtr die Ebenen 
nickt zusaamenzallee , und die Dtrfchacknitte im Unendlichen jetfc- 
gerechnet werden. Weiden der Punkt, die Gerade, die Ebene, der 
Körperraum bezieidieh ala Gebiete ers*er r «Mreker, dritter,) tierter 
Staue ■uzjprfiert, a*> liegt darin der allgemeine Säte angedeutet; dass 
eteGeUet ;voa **er undenttveieftterStztfev wenn sie kk eineat Ge- 
biete tee cter fitufcv aber euek in kebez« Gehtete vwnkwUrer 8te*t 
vereinigt sn^ *in Gebiet (4^ fr— c)ter Stuft gemoiiM AeftKeh haha*,} 
aber die Bauztbhre kann diesen Sets nur ftfr e gleick eder klebet 
sie l zur <inechammg bringen. 2) Der FhUhaerainn ebea Pfeiesks 
ist die Hälzta von den* et*« PaiaUelogeenuns, desseztSeiten mii zwei 
(taten des Dreiecks gleich lang und parallel sind, der iKttyeefeum 
des Tetraedfan Vt ▼•* *** des Si^al^ (Paralkde|»pedim^)v dessen 
Kanten mit 8 in einem Punkte xuesÄWenireffeaden Kanten dt» 
Tetraeders gleich lang und parallel sind. . Darin seheint der Sets 



angedeutet : der Baute , welcher zwischen n Punkte* üegt , die in 
«inem Gebiete nter Stufe (und in keinem Gebiete von niederer Stufe) 

vereinigt sind, ist -p — von dem Baume eines Gebildes 



{einer Figur, eines Körpers), dessen BegrJtasungsiinien (Sehern, Kanten) 
den von einem der n Punkte au den übrigen gesogenen geraden 
Linien gleich und parallel sind. Aber auch dieser Sats kommt hier 
nicht in seiner Allgemeinheit heraus.— Hingegen in der Ausdehnung»- 
lehre tieten in diesen beiden , und in allen andern Fällen, die gant 
allgemeinen Sätze vollkommen hervor. So nimmt also überall die 
Saumlehre einen Anlauf auf Allgemeinheit, stossti sieh aber} ohne 
diese Allgemeinheit erreichen zu können, an den ihr durch den Baum 
gesteckten Sehranken, welche nur die abstrakte Wissenschaft der 
Ansdehimngslehre au durchbrechen vermag. 

4. Das der Linie entsprechende Gebilde der Aus- 
dehnung sichre ist die Oesammtheit der Elemente, In 
die ein seinen Zustand stetig änderndes Element 
«hergeht. 

Die Linie kann als Oesammtheit der Punkte betrachtet werden, 
in die ein seinen Ort stetig ändernder Punkt übergeht. Substituiren 
wir hier dem. Punkte allgemeiner irgend ein Ding, weiches einer 
stetigen Aenderung irgend eines Zustande«, den es hat, fähig ist, und 
abstrahiren nun von allem anderweitigen Inhalte des t>inges und 
aller Besonderheit dieses seines Zustandes, und nennen das von allem 
anderweitigen Inhalte abstrahirte Ding das Element, so gelangen 

wir zu dem aufgestellten Begriffe. 

■ 

5. Wenn hierbei das Element seinen Zustand 
stets auf gleiche Weise ändert, so dass, wenn aus 
einem Elemente a des Gebildes durch Eine solche, 
Aenderung ein anderes Element b desselben hervor- 
geht, dann durch eine gleiche Aenderung aus b eil* 
neues Element c desse-lben Gebildes hervorgeht, so 
entsteht das der geraden Linie entsprechende Ge- 
bilde, das Gebiet zweiter Stufe. 

Die gerade Linie wird von dem Punkte konstrukt, wenn 
dieser seinen Ort stets nach derselben Biehtnng hm ändert; sab* 



v die Art aad Werne 
ee gebt 4« asdgestaalse BegiisTkuiei*). 

6. Wenn mti alle Elemeate eiaes Gebietes mter 
Stmfe einer und derselben Aendermmgsweise aater- 
wirft» weleke am leiti (im jtiemOtMtU aickteat- 
kalteaem) Elememtem ftkrt, ee kalt st die Gesammtkeit 
der dmvek diese Aeadereags weise mmd die emtg egem- 
gesetate erneegbarem Elemeate ein Gebiet (a-|~*)* CT 
fitafe; das Gebiet dritter Stafe entspriekt der Ebeae, 
das Tierter dem gaasea Ramme. 

Wem* diePamkte einer geraden Liaie skk aus 

bewegen, eis am msmsm Qm jamsi 

SiSSMEBBS* BBUBt* SV SSt fDB VieseHBSSlBSSa* Sja* QIBSeH SOBBB 

die entgegeagesemte — «■ f> W.— Pamkte dis Eben*; 
aad weam man ebemso mit dem Pamktem dsrEbcme rerftkat, so erkiH 
bha dem gaaaem Saam. Snhetitairt man hier dem ramm iirkem Bo- 
griffem die Torker sagugr kamen abstraktem aad kilt dem Fortgaag 
Tom einer Stade aar nickst kOkerea allgemein lest, so ergiebtskk 
der obige Begriff. 




7. Ia meiner Amdeknmagslekre tritt eine eigen- 
tkllmlieke Reeknmngsmetkede herror, weleke 9 amf die 
Raumlehre übertragen, toi uaerseköpf lieker Fruekt- 
barkeit ist, und kier (in der Baumlehre) darin besteht, 
dass räumliche Gebilde (Punkte, Linien m. s. w.) un- 
mittelbar der Seekaang unterworfen wer dem 

Zum B e ispiel wird die durch awei Punkte geführte Gerade ihrer 
Grosse und Lage aaek als Verknüpfung jener Punkte und awar als 
eine eigeathfhnfiehe Art der kfuhrplikntion s*fjr^rMt (s. unten no. 15), 
ebenso das a w lsek e u S Punkten Hegende Dreieck seinem Fliehen- 
ramm und der Lage seiner Ebene nach als Produkt dreier Punkte, 

*) Soll die gerade Linie und des ikr entd e ck end* Gebilde nach beiden 
8eiten unendlich sein, §o man der Paukt (das Element) auch nach der ent- 
g eye ny eeetaten Riehtaag (Aenderangsweise) fortschreiten, was wir hier der 
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so da» dies Produkt null ist, wenn der Fl&chenraum jenes Dreiecks 
et ist <L h. die drei Punkte in gerader Linie Hegen; famer derDuren- 
sehirittsgrankt zweier gerader Linien, in einem unten (no. 22. «öd 
Aufg. 18.) Biber m bezeichnenden Sinne als Produkt dieser Linie». 

.8. Die Tendenz dieser Kechnnngsmethode für 
die Geometrie ist, die synthetische und analytische 
Mathode an vereinigen, d. h. die Vorzüge einer jeden 
auf den Boden der andern an verpflanzen, indem jeder 
Konstruktion eine einfache analytische, Operation 
cur Seite gestellt wird nnd umgekehrt. 

Zur Erläuterung diene folgendes 'Beispiel. •■ Bekanntlieh be- 
schreibt eine Scke y eines veränderliche» Dreiecks, dessen beide andere 
Ecken « ß sich in festen geraden. Linien A und B bewegen, und 
dessen Seiten durch 8 feste. Punkte a, fc, c geheny einen Kegelschnitt» 
Sind a, &, c die festeuPunkte, durchweiche beziehlkh-di* den Ecken 
<** ßt Y gegenüberliegenden Seiten gehen, so sieht man, dass (s. no* 7.) 
yaB die Ecke ß, yaBcA die Ecke * darstellt, und da die Punkte <r, 
b y y 9 in Einer geraden Linie liegen, also ihr Produkt null ist (no. 7.), 
so hat man die Gleichung > > 

yaBcMy — O 
als Gleichung eines von y beschriebenen Kegelschnittes«. Man sieht, 
aass diese Gleichung in Bezug auf y vom «weiten Grade ist, und man 
wird schon hierin ein auf alle algebraischen Kurven gehendes wich- 
tiges Gesetz ahnen. 

t t t 1 'ttnfiffrytn Tl soll i hui s,ei susl a fili ills neue a aalyas 



Die Yerknüpflmgen^ die in diesem Theüe der Ausdehnungslehre 
vorkommen, sind Addition, Subtraktion, kombinatorische Muhipli* 
kation, kombinatorische Divimaw 

9. Für alle Arten der Addition und Subtraktion 
gilt das gewöhnliche Bechnnngsverfabr-en. 

10. Für «alle Multiplikation*-* und Sivisiens- 
weisen gilt das Gesetz: Statt ein Aggregat von Glie- 
dern mit einem seichenlosen Ausdrucke auf irgend 
eine Weise zu multipliciren oder zu dividiren,. kann 
man ohne Aenderung des letzten Ergebnisses die 



388 aaneag XH. 

einzelnen Glieder avit diesem Ausdrucke auf dieselbe 
-Weise*) »ultipUeiren e&es dividirea* und die ein- 
zelnen Produkte oder Quetienten eo »u einem Aggre- 
gate verknüpfen, da«» man eiaem jeden des Zeichen 
-demjenigen Gliedes verseilt, dusch dessen Multipli- 
kation oder Division ee entstanden iet; ein Zehlfak- 
tor kenn frberdies, wenn er irgend einem Faktor des 
Produktes zugeordnet ist, aeck jedem andern oder 

auch dem Produkte zugeordnet werden; endlich -r ist 

allemal 1, wenn Ä nicht null Ist. 

11. EinProdukt a.b.e.... nenaeicJi ein kentbina- 
terisekee, wenn auater dem Gesetae so« 10. für das- 
selbe noeh dae Gesetz gilt, dees, wenn von den eiaael- 
aea Faktoren <r, b, c,.... awei aufeinanderfolgende 
vertansekt werden, dae Produkt entgegengesetzten 
Werth annimmt; aad zwar nenne ich o, 6, e,.... und 
deren Snmmea oder Differennen dann Faktoren erster 
Ordnung. 

Hiernach ist also z. B. a.o.cr.cZ.a* — a.c.b.d. 

12. Wenn in einem kombinatorischen Produkte 
awei Faktoren erster Ordnung einander gleich sind, 
so istdas Produkt null. 

Z. B. a . b . b . d — (wie sich auch sogleich ergiebt, wenn man 
in dem Beispiele au no. 11. b und c gleich setzt). Folgende Auf- 
gaben i&6^ ew Esiaalerung dtosw 

Auf g. 1« Dan keaabmatotisthe Produkt (a^ -f. 0,0, -}* «sei) 
•(Ä^+A%+A%)-(«i«i4-»A+J%«l> « entwickeln, wenn •>, 
«t» «s5 flu flu Ä? Yu Tu 7% Zahlengrösaen; a> #» e, •*« hinub* 
naterische Faktoten erster Ordnung bezeichnen. Man einalt durch 
Anwendung der Beuanunsnrcgakv (9 — 12) seklessüeh dea Ausdruck 

(*i£i7s — «i fltf% + «i flitt — «sÄTi + «sÄft — «lAri) «i • «i *. 



•) Dieser Ausdruck besieht sich nicht nur auf die Verknüprungs- 
weise im AUgetteinen, sondern auch auf die Blemmg des Faktor* in dem 
Produkte* 
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Au£g< 2. Drei Gfoiofaugan erst*» G*ades mit drei Unbe- 
kannten durch die Begfcfa Äär kombinatorischen Multiplikation iu 
ltf»?n (§. 4».). 

Dte drei Gleichungen seien 

Man multrpllclre die 3 Gleichungen beziehlich mit 3 kombina- 
torischen Faktoren erster Ordnung «i, «j, «i deren Produkt nicht 
null ist, addire sie, und setze ' 

Wi 4* ft* + r%*% — «> 
<ta -Mi«* + 'i«i — *; 

so erhält man die Gleichung 

3 . . , «a-|-yo-}-zc — d. 

Multiplicirt man diese Gleichung kombinatorisch mit b.c, so erhält 

man, weil 6. 6. c undco.c nach no. 12. null sind, die Gleichung 

» . . n d.o.c 

«. a. &.0«*> 4 .o.e* zwo flt *-— - — , 

a.o.c 

und auf ähnliche Weise findet man p und «, und erhält 

d»b.c ß,d,c a.b.d 

a.o.c a.ö.o a.o.c 

Diese Ausdrücke (in welchen die Gesetze der kombinatorischen Mul- 
tiplikation kein Heben der einzelnen kombinatorischen Faktoren ge- 
statten) sind äusserst bequem für die Analyse. Will man die Unbe- 
kannten in der gewöhnlichen Form ausgedrückt erhalten, so hat man 
nur aus Gleichung 2. zu substituirea, nach Aufg« 1. zu entwickeln 
und 61^03 nac h n0 - 10- im Zähler und Nenner zu heben ; z. B. findet 
man 

4 J tAri — Vtft -f . AAa — AAft -HAft ~ Via 

«lAri— «iArs+«sAyt— «sAri+«tÄri— «s^tTs 

Man sieht, wU dies Yerfchse* nicht, nMr überhaupt für n 
Gleislutgea ersten Gnade* teü » Unbekannten; anw«adb*r isft» sondern 
wie man auch bei einiger Qeläufigkeit hiernach sogleich daa End- 
resultat hinschreiben kann, sobald die m Glöiehungen gegeben sohL 
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IT. AnaohauUoh» Begriff» dar 

lrnnpftin g n welsen in dpr fitoo j mtr to . 

13. Die räumlichen Grössen erster Stmfe sind 
einfache oder vielfache Punkte, und gerade Linien 
von bestimmter Länge und S,icht«,»g. (§ 13. — § 20.) 

Sind A und B Punkte, so beliehne ich die g. L. von A nach!?, 
so fern an ihr zugleich Länge und Richtung, aW auch nichts weiter, 
festgehalten wird, mit B*—A\ ich sage also, daas B — A dann und 
nur dann gleich B% — A i sei, wenn die geraden Linien von A nach 
B und von A t nach 2? t gleiche Länge und flichtnng haben. 

14* Die räumlichen Grössen fiter Stufe entstehen 
durch kombinatorische Multiplikation von n Grössen 
erster Stufe, welche als Faktoren erster Ordnung an- 
genommen werden. 

In diesem Falle, wenn nämlich die Faktoren erster Ordnung 
zugleich Grössen erster Stufe sind, nenne ich die Multiplikation eine 
äussere. 

15. Sind A, B, C, D Punkte, so bedeutet (§ 106 — 115) 

1) A.B die Linie, welche A und B zu Gränzpunkten 
hat, aufgefasstals bestimmter Theil der durch 4 und 
2?bestimmtenunendlichengeradenLinie. 

2) A.B C das Dreieck, dessen Ecken A, B, C sind, 
aufgefasst als bestimmter Theil der durch ui, B, C be- 
stimmten unendlichen Ebene. 

3) A.B. CD das Tetraeder, dessen Ecken A t B 9 C, 
2> sind, aufgefasst als bestimmter Theil des unend- 
lichen Körper räum es. 

D. h. wir setzen A.B— *Ai.B if wenn beide Produkte gleiche 
und gleich bezeichnete*) Theile derselben geraden Linie vorstellen; 
ferner 

A.B» C7«as A\ • B\ • Cf } 
wenn beide Dreiecke gleiche und gleich bezeichnete Theile derselben 
Ebene sind; endlich : *■ ' 

A.B.CD~A x .B i .G i .D i1 
wenn beide Tetraeder gleichen und gleiehbezeichneten Inhalt haben. 

*) Gleich bezeichnet nenne ich zwei Grössen, welche entweder beide 
positiven, oder beide negativen Werth haben. 
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16. Sind a, 6, o Linien von bestimmter Längs 
und Richtung, so bedeutet (§28-^-86) 

1) a.b das Parallelogramm, dessen Seiten gleich 
und parallel a nnd b find, und «war aufgefasst all 
Fitchenraum von bestimmter Grösse nnd Ebenen- 
Richtung*). 

2) a.b.t das Späth (Parallele^ ipedumr), dessen 
Kanten gleich nnd parallel a, b, c sind, nnd «war aufge* 
fasst als Körperraum von bestimmter O-rbeee. 

D. h. wir setaen 

wenn die Parallelogramme, welche durch diese Produkte dargestellt 
sind, in parallelen Ebenen Kegen, und gleichen undgleiehbeseiehnetea 
Flächenraum haben ; 

a,b.C mm fl4.6f.Cf, 

1 

wenn die durch diese Produkte dargestellten Spathe gifeichen und 
gleiehbeseichneten Inhalt haben. 

17. Die Seite (rechte oder linke), nach welcher 
die Konstruktion einer räumlichen G-r&sse erfolgt, 
bestimmt ihren positiven oder negativen Werth, 
namlieh 

1) Zwei Theile derselben Linie, A.B. und A^ .B if setzen wir 
als gleichbeseichnet, wenn B von A aus nach derselben Seite liegt, 
wie Bf von A^ aus. 

2) Zwei Theile derselben Ebene, A.B.C und A^.Bi.C^ 
setsen wir als gleichbeaeiehnet, wenn C von A.B aus nach derselben 
Seite hin liegt, wie C\ von A x . B\ aus, oder deutlicher, wenn dem, 
der in A stehend nach B sieht, C nach derselben Seite hin liegt, 
wie <7 t dem liegt, der in A+ stehend nach B x sieht. 

3) Zwei Kftrpertheile A.B. CD und A i .B i .C i .D l setsen 
wir als gleichbezeichnet, wenn D von A.B.C aus nach derselben 
Seite hin liegt, wie D t von A^ . B f . 0% aus ; oder deutlicher, wenn 
einer menschlichen Figur, die den Kopf nach A } die Fflsse nach B, 
das Auge nach C hingerichtet hat, der Punkt D nach derselben 



*) Von swei parallelen Ebenen sage ich , dass sie gleiche Ebenen- 
BUhtaug haben. 
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Seite Hegt f wie JVe**e* Figur, die den Kopf nach -Jj', die Fttsse 
nach 2? t , das Auge nach Cf hin gerioht»t bat« 

I5) Zwei parallele Fläcnenrttane 4.* «od ^ .^ Betten wir als 
gleichbeaeiehmet, wenn die Richtung b von der Richtung * ans nnth 
derselben Seite liegt, wie ij von ot ans* 

5) ZweiKörperräume a . & . cund a t . b t . «4 setzen wir «lagMdhi 
heneichnet, wen» die Sichtung o Vion b.* aas naeh demelberi- Seite 
bin liegt, wie Oi <ronat t&i ***> *• k **» einer menschlichen Figw, 
welcher die Richtung « von den Füssen nun Kopfe gebt, und deren 
Augen in der Richtung & t vorwärts sehen, die Richtung c naeh der- 
selben Seite liegt, wie die Richtung Of einer Figur n. s. w. 

16. Es gfe-bi rieben frattnngen räumlicher 
G>ff$4eB*>in vier Stufen vettbeüj; 

1) Einfache oder vielfache Punkte. 
I. St. { 2) Gerade Linien von bestimmter Länge und 
Riehtung* 

3) Bestimmte T heil* bestimmt er unendlicher 
_ . ger*docr Linien. 

4) Eben« Flfceh»nräu<me von bestinvmter 
Or3f se und Ebenen» R4 oh tun gl 

5) BestimmteTheile bestimmter unendlich** 
HL St. «J Ebenen, 

6) Best in» nute Kttrperräutne. 
IV. St 7) Bestimmte Körperräume. 

Bier kommen die KärpenrtMqae zweimal von, tkeJl*.atex.Qt0S8en 
dritter Stufe, thetta *la Grössen werte* Stufe / je nachdem sie«]» 
Produkte dreier g. L. von bestimmter Richtung und I4ngfe,<e4e*iala 
Produkt von 4 Punkten aaifge&ßsfc werden. 

19. Gleichbezeichnet* Tbeiieetiues und demselben 

* 

Ganzen, geben als Summe einen ebenao bezeichneten 
Tbeil desselben Qaazen« welcher sogroas ist, als jene 
beiden zusammengenommen. (§#♦) ■ \ .... 

Z. B. AiJB und A%*B t gehen, wenn, sie gleichgqrähtete Tbeile, 
Iben unendlichen g. L. sind zur Summe einen üben so geriet 
Theil derselben Linie , welcher so gross ist , als jene beiden 
e ewammengenommen« 

20. Je zwei Grössen derselben Stufe, a<ber emio!* 
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iur selehe, könne* addirt werden; der Begriff für dl» 
Addition solcher Grössen lässt sich allemal bestimm 
man, wenn man die vorher gegebene Bezeichnung 
dieser Grössen festhält, und die Reehnungsregelii 
ans Ol. Anwendet. 

Aufg. 3. Zwei Punkte A und B zu addiren. 

Setzt man A + B — 2S, so erhält man B — Ä = 2 (S—Ä) } 
d. h. 8 ist die Mitte zwischen A und B. Also die Summe zweier 
Punkte ist die doppelt genommene Mitte zwischen beiden. 

Aufg. 4. Zwei vielfache Punkte aA und ßB zu addiren, 
wenn die KoefBcienten o und ß positiv sind, d. h. den Punkt 8 zu 
finden, welcher der Gleichung 

aA +ßB — (a -\-ß)ß 
genttgt. (§94—98.) 

Soll dieser Gleichung genügt werden, so muss 

ft(B-Ä)-(a+fl)(8-A) 
sein, und umgekehrt erhält man aus der letzten die erstere. Ana 
der letzten folgt aber die Konstruktion : Man nimmt von der Linie 

ß « X 

AB von A an* <U» Theü _T (oder von JE? ansdenTheü , A 

so ist der Endpunkt dieses Theiles der Punkt 8. — Also „die Summa 
zweier vielfachen Punkte mit positiven KoefBcienten ist ein mit der 
Summe der Koefficienten multiplicirter Punkt, welcher in der geraden 
Linie zwischen beiden Punkten so liegt, dass seine Entfernungen von 
diesen beiden Punkten sich umgekehrt verhalten, wie die zu diesen' 
Punkten gehörigen Koefficienten*)." 

Aufg. 5. Einen Punkt A und eine ger. Linie von bestimmter 
Länge und Richtung C — B zu addiren. 

Man konstruire eine ger. Linie von A aus, welche mit (7— B 
gleich lang und gleich gerichtet ist ; diese sei D — A, so ist D die 
gesuchte Summe ; denn da C — B = D — A ist, so ist 

A + (C— £) — A+(D~ A)-m D. 
Also „die Summe eines Punktee A und einer geraden Linie von be*»' 



*) Man sieht, dass dieser Punkt der Schwerpunkt ist, wenn die Koeffi- 
cienten Gewichte vorstellen. 
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sthnmter Länge und Richtung ist der Endpunkt dieser Linie, wenn A 
ihr Anfangspunkt iat. u 

Auf g. 6« Einen vielfachen Punkt *A und eine g. L. von be- 
stimmter Länge und Bichtang C — B zu addiren. 

Man konstruire eine g. L. von 4 aus, welche mit Q — B gleiche 

Sichtung hat, aber nur — so lang ist; diese sei D — A, so ist aD 

die gesuchte Summe. Denn da 

C— -ö — a(D — A) ist, so ist 
aA-\-(C— £) — aA+a(D — A)*maD. 

Aufg, 7. Zwei ger. Linien von bestimmter Länge und Richtung 
B — A und D — C zu addiren. 

Man mache E — B — D — C, so ist 
(B — A) + (D— O — (B — A) + (E— £) — E— A. 
Also „zwei Linien von bestimmter Länge und Richtung addirt man, 
indem man , ohne die Länge und Richtung zu verändern , auf den 
Endpunkt der einen den Anfangspunkt der andern legt, dann ist die 
g. L. vom Anfangspunkt der ersten zum Endpunkte der letzten die 
gesuchte Summe." 

Aufg. 6« n ger. Linien von bestimmter Länge und Richtung 
zu addiren. 

Die wiederholte Anwendung der Auflösung von Aufg. 7. ftthrt 
sogleich zu der Lösung dieser Aufgabe, nämlich „n ger. Linien von 
bestimmter Länge und Richtung addirt man, indem man die einzel- 
nen Linien, ohne ihre Richtung und Länge zu ändern, nach der Reihe 
stetig d. h. so an einander legt, dass, wo die eine aufhört, die nächst- 
folgende anfangt ; dann ist die g. L. vom Anfangspunkte der ersten 
zum Endpunkte der letzten die gesuchte Summe. u 

Aufg. 9. Die Summe von n Punkten J ly Af. . . A n zu finden, 
d. h. den Punkt 8 zu finden, welcher der Gleichung 

A± ""T™ «Aj| *• T* • • . • JLh ^"" fi O 

gentigt. 

Subtrahirt man auf beiden Seiten dieser Gleichung n R, wo R 
ein beliebiger Punkt ist, so erhält man 

(A i — Ä) + (Aj — R) + ....(An— £) — n(8— R). 
Und da aus dieser Gleichung wieder die entere sich ableiten läast, so 
folgt: „Um n Punkte zu addiren, zieht man von einem beliebigen 
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Punkte R die g. L. nach dem n Punkten, legt sie, ohne ihre Richtung 
und Länge au ändern, stetig an einander und «war so, dass der An- 
fangspunkt der ersten auf R fallt, verbindet R mit dem Endpunkte 
der letzten durch eine g. L. und theilt diese Verbindungslinie in n 
gleiche Theile, so ist der erste Theilpunkt von R aus der Punkt 8 t 
dessen nfaches die gesuchte Summe ist. 

Aufg. 10. Beliebig viele vielfache Punkte aA, ßB,.... au 
addiren, wenn die Summe der Koefficienten a— |— /9-|— . . . . nicht null 
ist. 

Setzt man 

aA + ßB+...=- («+£ + ••••)#, 
und subtrahirt auf beiden Seiten (a-^-ß. . . .) R y wo £ ein beliebiger 
Punkt ist, so erhält man 

a(A — R)+ß(B — R) + — (a +/?-}-.... XS—Ä). 

Also da auch hieraus wieder die erste Gleichung sich ableiten lässt, so 
folgt „die Summe von beliebig vielen vielfachen Punkten aA, ßB . . . . , 
deren Koefficienten-Summe nicht null ist, findet man, indem man von 
irgend einem Punkte R aus die Linien nach A, B . . . . legt, diese 
dann beziehlich mit a, /£,.... multiplicirt *) , die so gewonnenen 
Linien, ohne ihre Richtung und Länge au ändern, stetig an einander 
legt, so daas der Anfangspunkt der ersten in R fallt, dann R mit dem 
Endpunkte der letzten verbindet und von der Verbindungslinie von 

R aus den Theil — , a , - nimmt, so ist der mit (« + /£ . . . .) 

a \ ß\' • • • 

multiplicirte Endpunkt dieses Theiles die gesuchte Summe. u 

Aufg. 11. Die Summe von vielfachen. Punkten aA , ßB, .... 

su finden, wenn a-\-ß-\- ....—• ist 

Man subtrahire von der Summe aA -|- ßB -{-.... den Ausdruck 

(« + /?+...) R, so wird, da diese subtrahirte Grösse null ist, der 

Werth der Summe nicht geändert, also ist 

aii+/J£ + .... — a(A — R) -f£(.B — £) + .... 

Also n die Summe von vielfachen Punkten, deren Koefficienten- 

summe null ist, ist eine g. L. von bestimmter Länge und Richtung, die 



*) Durch solche Multiplikation mit einer Zahlgrösse « ändert sich, 
wie man leicht sieht, wenn « positiv ist, die Richtung nicht, während die 
Länge im Verhältniss 1 : a sich ändert ; und ist « negativ, so wird die Rich- 
tung die entgegengesetzte. 

19 
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■um dadurch findet, da« man von einem beliebigen Punkte R die g. 
L. nach den gegebenen Punkten sieht, diene mit den diesen Punkten 
zugehörigen Koefficienten multiplieirt, und die Produkte addirt" 

Aufg. 12. Zwei Theile A.B und CD von Linien, die rieh 
in E schneiden, zu addiren. 

Man mache E.F gleich A.B und E.Q gleich CD, so ist 
A.B+CD—E.F+E.G — E.(F+G)-* -2E.S, wenn S die 
Hüte von F und & ist (vergl. Aufg. 3). Also „zwei Theile von 
. Linien, welche sich schneiden, addirt man, indem man diesen Theile» 
den Durchschnittspunkt als Anfangspunkt giebt; dann ist die doppelte 
g. L. vom Durchschnittspunkte zu der Mitte der beiden Endpunkte 
die gesuchte Summe*)." 

Aufg. 13. Zwei parallele Linientheile A.B und CD zu 
addiren , wenn beide nicht gleichlang und zugleich entgegengesetzt 
gerichtet sind. 

Wenn A . B und C D parallel sind , so muss D — C gleich 
4t (B — A) sein, wo a irgend eine positive oder negative Zahl ist. Da 
mm A.B gleich A.(B-A) ist, weil A.A nach no. 12. null ist, so 
Int man 

A.B-\-CD— A.(B — A)+C(D~ C) 

— A.(B~A)-\-aC(B — A) 

— (A-\-aC)(B — A). 

Ist die Summe A-\-aC gleich (l-\-a)S (vergl. Aufg* 4.), so wird 
der letzte Ausdruck 

mmS.(l+a)(B — A) — S.(B — A+D— C), 
worin eine einfache Konstruktion jener Summe liegt 

Aufg. 14. Zwei gleich lange und entgegengesetzt gerichtete 
linientheile A . B und C. D zu addiren. 

Liegen beide in derselben g. L., so ist die Summe null. Ist 
dies nicht der Fall, so ist, weil D — C— * — (B — A) ist, 
A.Ä-f CD — A.(B — A)+C(D— C) 

— A.(B—A)— C(B — A) 

— {A—C).(B — A)< 



*) Diese ist zugleich die Diagonale des ParaHelogranuas, welches 
jene Linientheile so Seiten hat, woraus man sieht, dass die 8amme der 
Linientheile die susammengesetste Kraft ist, wenn die Linientheile KfiHe 
vorstellen. 
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Dann ist die Summe also ein Flachenraam von bestimmter Ornate 
und Ebenen-Richtung *). • 

Anfg. 15. Zwei Flach enräume von bestimmter Grüne and 
Ebenenrichtung a . b und cd m addiren. 

Sind die Ebenen parallel, so kttnneu die seiton nach no. 19. 
addirt werden ; sind sie es nicht, so werden beide Ebenen eine Rich- 
tung gemeinschaftlich haben. Es sei s eine g. L., welche diese Rich- 
tung hat, und a . h gleich e.f, cd gleich e . g, so ist 
a .b + c.d — .f+e.g-e.(f+ 9 ). 

Aufg. 16. Zwei Theile A.B.C und D.B.F bestimmter 
Ebenen, die nicht parallel sind, zu addiren. 

Sind die Ebenen nicht parallel , so werden sie- sieb schneiden. 
Es sei G- . H ein Theil der Dnrcbacbnlttsunie , nnd es Mi A.B.C 
gleich ff. H. J,D.E.F gleich ff.//. S, so ist 

vi . B . C+ Z> . E . F — O . H. J+ © . S. K 

«= ö . S. ( J"-f JE) — 3 G . H . 8, 
wenn 8 die Mitte zwischen ./ und K ist Also „Zwei Theile nicht 
paralleler Ebenen addirt man, indem man sie als Dreiecke darstellt, 
deren gemeinschaftliche Grundseite in dem Durchschnitt beider 
Ebenen liegt; dann ist du Doppelte des Dreiecks, was dieselbe Grand- 
serte bat, nnd dessen Spinte die Mitte ist zwischen den SpHsen jener 
Dreiecke, die gesuchte Summe. 

Aufg. 17. Zwei Theile A. B.C nnd D.E.F paralleler 
Ebenen tu addiren. \ 

Sind die Ebenen parallel, so mnss (E — D) . (F — D) gleich st 
(B — A) . (C — Ä) gesetzt werden können, wo o eine ZahlengrOase 
ist. Dann ist 
A.B.C+D.E.F— A.(B— A).(C— A)+D.(E— D).(F—D)**) 

— (A+aD).(B — A).(C—A) 

— B.{1 + «).(B-A).(C-A), 

wenn (l-f-a)Ä die Summe von A-\-aD ist. Der letzte Ausdruck 
ist 

-S[(B-A).(0-A)+{E~D).(r— 2»]i 



*). Wie die Bonun». iwuier Linlenthoile, die nicht in darsetyen Ebene 
Hegen, n behandeln est, kann Ich hier nicht ausfahren (vergl. Ausdehnung sl, 
J.M. nif. !«.). ..-■.■ a ■ 

•*) «Mnü *> li 
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^rortn wieder eine einfache Konstruktion liegt. Ist jedoch * — ■ — 1, 
d. h. sind beide Flächenräume gleich gross, aber entgegengesetzt be- 
zeichnet, 10 ist A-\-üD eine g. L. Von bestimmter Richtung und 
Länge (Aufg. 11.) ; ist diese gleich H — G, so ist 
.!■! A.R.C+ D.E>F**{H—G).(B — A).{C—A\ ' 
also die. Summe dann ein Körperraum. 

.; . Aufg. 18». Einen Theil A.B. C einer bestimmten Ebene und 
einen Körperraum (D — • A) . (B — A) . (C — A) au addhren. 

A.B.C+(D— A).(B — A).(C~ A) 
-*A.(B — A).{C—A)+<tD—A).(B-*A).{C—A) 

=*D.(B — A)*(C>—A), 
wetftus der Begriff dieser Addition leicht hervorgeht 
* i . . 21. Ein kombinatorisches Produkt dessen Fak- 
toren erster Ordnung Grössen (n — l)ter Stufe sind, 
welche aber alle in einem und demselben Gebiete 
nter Stufe liegen, nenne ich ein eingewandtes Pro- 
dukt, und aw.ar ein auf jenes Gebiet bezügliches, 

z.B. ein kombinatorisches Produkt von Linientheilen in der 
. Ebene* oder Tön Ebenentheilen im Räume. 

*2, Wird von jetat an die äussere Multiplikation dunen blosses 
Aneinanderschreiben , die eingewandte Multiplikation durch einen 
swischen die Faktoren gesetzten Punkt beseichnet* so verstehen 
wifi unter, dem. eingewandten Produkte AB.AO, wo A, 
B, C beliebige Grössen sind, das Produkt ABO. A, in 
welchem ABC wie ein au A gehöriger Koefficient be- 
handelt wird, vorausgesetzt, dassdas Produkt auf 
das Gebiet von niedrigster Stufe, in welchem -A, B 
^rndCsuglticttliegen, bezogen wird. 

Aufg. 19. Das auf die Ebene ABC bezügliche Produkt 
zweier Linientheite AB. ACwx finden» 

-; . Nach ne. 22. ist dasselbe gleich A&C.A; d. h. „da* Produkt 
aweier Linientheile, deren Linien sich schneiden, ist der Durchschnitts- 
punkt, verbundenv mit' einem Theil der Ebene als Keefncienten." 
Denkt man sich einen Theil der Ebene als Einheit angenommen, so 
Werden die Eoenentheile, mit denen die Punkte "behaftet sind, wirk- 
liche Zahlgrössen und die Produkte erscheinen als vielfache Punkte^ 
doch müssen dann alle zu vergleichenden Grössen in derselben Ebene, 
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auf die sich die Produkte beziehen , liegen (wie dies in der Plani- 
metrie immer der Fall ist). 

Aufg. 20. Das Produkt dreier Linientheile AB, AC, BCm 
Bezug auf die Ebene ABC zu finden. 

Aufl. AB.AC.BC=ABC.ABC=* (ABC)*. 

Aufg. 21. Das eingewandte Produkt zweier Ebenentheile 
ABC wad ABD (in Bezug auf den Körperraum) zu finden. 

Aufl. ABC.ABD = ABCD.AB. 
. Aufg.. 22. Daa eingewandte Produkt dreier .. ^toteatbe^e 
ABC, ABD, ACD zu finden. 

A u f L ABC. ABD . ACD—ÄBCD . ABCD . A—(ABCD)* . A. 

Aufg. 23. Das eingewandte Produkt von vier Ebenentheilen 
ABC, ABD, ACD, BCD zu finden. 

Aufl. ABC. ABD. ACD. BCD — (ABCD)*. 

Anm. Das Produkt zweier Ebenentheile giebt also einen 
Linientheil, das dreier einen Punkt, aber jener Linientheil und dieser 
Punkt haben dann noch einen Raumtheil oder ein Produkt von Raum» 
theilen als Koefficienten, und nimmt man einen Raumtheil ata Einheit 
an, so gehen diese Koefficienten in wirkliche Zahlgrössen über. 



Dies etwa sind die wesentlichsten Begriffe, welche in dem ersteil 
Theile meiner Ausdehnungslehre vorkommen. Aber es ist unmöglich, 
von der unendlichen Fruchtbarkeit dieser neuen Methode für die Ber 
handlang nicht nur der Raumlehre, sondern überhaupt aller Wissen- 
schaften, welche auf räumliche Verhältnisse zurückgehen, hier auch 
nur einen oberflächlichen Begriff zu geben. Ebenso wenig konntfe 
ich hier die Beweise liefern, dass in der That die in III. gegebenen 
Rechnungsregeln für die einzelnen hier dargelegten Verknüpfumgs- 
weisen gelten , sondern auch hier muss ich auf meine ausführlich* 
Schrift verweisen, in welcher diese Beweise in aller Strenge geführt 
sind; und wo zugleich die Entwickelung überall in der Art fort- 
schreitet, dass alles Willkührliche, was noch in der Aufstellung der 
verschiedenen Begriffe au liegen scheint, verschwindet. .., ■ 
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